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— cinétique

La cinétique se construit a partir de la cinématique en
introduisant la notion de masse. Les définitions et les
résultats, que nous allons mettre en place serviront & écrire
: le principe fondamental de la dynamique qui sera énoncé
b au chapitre 2, ainsi que le théoréme de I'énergie cinétique
i qui sera démontré au chapitre 3.

En mécanique classique (celle que 1'on étudie) on
admet le principe de conservation de la masse.

1.1. DEFINITION

B Un ensemble matériel (E) vérifie le principe de
conservation de la masse, si tout sous-ensemble
matériel (e¢) de I’ensemble matériel (E) a une
masse m(e) constante au cours du temps, soit

w VY(e)C(E), Vt m(e) = constante.
REMARQUE

En mécanique relativiste la masse d’un ensemble
matériel est une fonction du temps.

1.2. CONSEQUENCE :
DERIVATION SOUS LE SIGNE
SOMME

Soit (E) un ensemble matériel en mouvement par
rapport 4 un repére R.

Soit ¢ (P, t) un champ de vecteurs défini, & chaque
date ¢, en tout point P de (E) relativement a la
mesure de masse dm du point P considéré.
Considérons la résultante générale du torseur asso-
cié a ce champ de vecteurs :

f F @, H)dm.
PEE

Si I'on suppose la fonction ¢ (P, t) contin
différentiable par rapport a la variable ¢, o1
écrire compte tenu du principe de conservat
la masse :

%[J;FF(E(P, t)am]:L_F[% F (P, t)]Rd;

Nous utiliserons cette relation dans les parag
qui suivent avec des vecteurs position, des ve
vitesse, etc.

2. TORSEUR CINETIQUE

Soit un ensemble matériel (E) de masse m, de
d’inertie G, en mouvement par rapport
repere R.

2.1. DEFINITION

7% Le torseur cinétique de 1’ensemble matér
dans son mouvement par rapport au repére
% en un point A quelconque, le torseur suiv:

V(P/R)d
(eER) - . (P/R)dm
APAV(P/R)dm

A PEE

La résultante générale du torseur cinétiq
appelée résultante cinétique (ou quanti
mouvement) et le moment résultant est
moment cinétique.

Le moment cinétique au point A du

{C(E/R)} est noté habituellement : &,(E/R
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AUTRE EXPRESSION DE LA
RESULTANTE CINETIQUE

v

I'origine du repére R. La position du centre
ie G de I'ensemble matériel (E) est donnée
a relation (voir paragraphe 2 du chapitre I de
que)
mOG = f OP dm.

PEE
vons les deux membres de cette égalité par
ort a t, dans R

[G2m00)] - [, 5P am],.

pte tenu du principe de conservation de la
e et de la relation (1), on peut écrire :

m[500], - [ [ P], o

PEE

l7 mV(G/R)= f V(P/R)dm. )

orseur cinétique s’écrit donc

mV(G/R)}
C(E/R)}= .
By A{ aA(E/R)

23, REMARQUES

i on suppose la masse de I'ensemble matériel
(E) concentrée en son centre d’inertie G, le torseur
ique s’écrit au point G :

(CE/R)= {mV(G/R)}
sl 0 )

Cette hypothése simplificatrice est acceptable ou
non suivant la nature du mouvement de (E). Par
exemple, une bille dont on étudie le mouvement de
chute libre sera modélisée par un point matériel, ce
) qui est exclu pour I’étude de son roulement sans
glissement sur un plan incliné.

— Vérifions que les deux éléments de réduction du
torseur cinétique qui ont été définis en 2.1 consti-
fuent bien un torseur.

Pour cela, il suffit de montrer que le moment
cinétique vérifie la relation de changement de point
du moment d’un torseur.

Soit B un point quelconque. Par définition

FoB/R)= [ B AV(ER/R)dm
PEE
avec BP=BA + AP, on obtient
Fo(E/R)= j BAAV(P/R)dm
PEE

+ f AP AV(P/R)dm

PEE

BA étant indépendant de (E), la premiére intégrale
est égale a :

BAA f V(P/R)dm

PEE

soit avec la relation (2) : BAAmV(G/R).
La deuxiéme intégrale représente le moment cinéti-
que FA(E/R).
D’ou la relation :

Fo(E/R)=GA(E/R) + mV(G/R) A AB. ] 3)

ST T S R S

3.1. DEFINITION

i Le torseur dy ique de P’ ble matériel (E)
F| dans son mouvement par rapport au repére R est,
B¢ en un point A quelconque, le torseur suivant :

T'(P/R)dm
{ﬁD(E/R)}= PEE
' f AP A T(P/R)dm

A Pe.

La résultante générale du torseur dynamique est
appelée résultante dynamique et le moment résultant
est appelé moment dynamique.
Le moment dynamique au point A du torseur

{D(E/R)} est noté habituellement : S,(E/R).

s

3.2. AUTRE EXPRESSION DE LA
RESULTANTE DYNAMIQUE

Nous avons établi au paragraphe 2.2 la relation (2)
suivante :

mV(G/R)= J V(P/R)dm
PEE

dérivons les deux membres de cette égalité par
rapport a ¢, dans R.

[% mV(G/R)]R=% [ jp . v’(P/R)dm]R

compte tenu du principe de conservation de la masse
et de la relation (1), on peut écrire :

m [diit- V(G/R)]R = L . [% V(P/R)]Rdm

soit

ml(G/R)= f T(P/R)dm.
PEE

Le torseur dynamique s’écrit donc :

mI(G/R)
SAE/RY

{DEMR)}= A{
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3.3. REMARQUES

Si on suppose la masse de I’ensemble matériel
(E) concentrée en son centre d'inertie G, le
torseur dynamique s’écrit au point G :

{mf(G/R)}
oA 0 f

— Comme pour le torseur cinétique on vérifie
| facilement que les deux éléments de réduction du
| torseur dynamique définis en 3.1 constituent bien
un torseur. C’est-a-dire que l’on a la relation :

{DE/R)}=

3.(E/R)=8,(E/R)+ml(G/R) A AB.

(4)

Plutdt que de conduire un calcul direct du moment
dynamique nécessitant la connaissance du champ
des accélérations, il est souvent plus simple de
déduire le moment dynamique du moment cinétique
(le calcul des vitesses est toujours plus simple que
celui des accélérations). C’est pourquoi nous allons
mettre en évidence la relation qui unit ces deux
moments.

Le moment cinétique, en un point A quelconque,
de I'ensemble matériel (E) dans son mouvement par
rapport au repére R, est par définition :

Fa(E/R)= j AP A V(P/R)dm.

Dérivons les deux membres de cette égalité par
rapport a f, dans R, en utilisant la relation (1).

PEE:
or

[ad; (&P A /)], = [

et
- [l lg Rl [ A
di’; Xp]R=V(P/R)—V(A/R)
alors

[% (AP A V(P/R))]R= ~V(A/R) A V(P/R)
+AP AT(P/R).

194

[% EA(E/R)]R= I [% (AP A V@) dm )

Par conséquent, la relation (5) devient

d . = —
[Laem],=-[  Vamavema
dt R PEE

+ j AP A T(P/
PEE
La premiére intégrale s écrit :
—V(A/R) z\j (P/R)dm
PEE

soit
- V(A/R) A mV(G/R).
La deuxiéme intégrale représente le momen
mique 3,(E/R).
En définitive, on obtient la relation suivante

= d - =
Bu(E/R)=| = GAB/R)], +mV(A/RIAVIG/

REMARQUE
Cette relation est valable pour un point .
ensemble matériel (E) quelconques. Par
quent le vecteur vitesse V(A/R) est uniq

d —
oat a |3 0%,
égal a T A N
Cas particuliers

Distinguons deux cas particuliers ou le
vectoriel de la relation précédente est m

Premier cas : A est fixe dans R, alors :

BAE/R)=[ 5 FAE/R)]

Deuxiéme cas : A est confondu avec G,

= d .
Be(E/R)=[ 5 FalB/R)],.

B. ENERGIE CINETIQUE

Définition
, L'énergie cinétique de P’ensemble maté

dans son mouvement par rapport au repé
le scalaire positif suivant :

1 -
TE/R) =3 f [VP/R) P drm.

6. ApPLICATION

Considérons un pendule simple constitué d’
rectiligne (S) de longueur [, d’épaisseur né
homogéne, de masse m et de centre d’inertie G
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Fig- 1 X V u

Soit: R(O %, ¥, 7 ) un repére lié 2 un bati (). La tige (S)

a une halson pwot d’axe (O 7) avec (2).

Soit RI(O i, ¥, 7 ) un repére lié a la tige (S) tel que :
1

2
pose : 6=(%, ).
QUESTION 1

Déterminer le torseur cinétique, au point O, de la tige (S)
dans son mouvement par rapport au repere R

REPONSE

Le torseur cinétique de (S) dans son mouvement par
rapport a R s’écrit au point O :

{es/R)= {mV(G/R)}
ol 5«(S/R)

Calcul de la résultante cinétique

i . . d
Le vecteur vitesse V(G/R) est égal a [— m] soit
R

a
[37]
a2l

Pour effectuer ce calcul passons par I'intermédiaire de la
base de R, :

[dtZ ] [dtz"] +ﬁ(R‘/R)"é

i’ étant un vecteur unitaire de la base de R;:

1] <terrals
NI Z
FTER Azt
par suite V(G/R)= —0”

et mV(G/R)= —0’.

Calcul du moment cinétique au point O

Fo(S/R)= I OPAV(P/R)dm
PES

Posons OP = uil.

Par un calcul analogue a celui de V(G/R) on montre
V(P/R)= u's, alors e

Go(S/R)= I uil Au@'s dm
avec i AV =7
Fo(S/R)=6'7 I u? dm
pes

m m e
sacl}ant que dm :T du (—‘— : masse linéique de tige) g

3
Fo(S/R)=Z ¢ ”J u? du
i o

2
soit JO(S/R)=T;— oz

REMARQUE
Dans Uexpression de oo(S/R) apparait le terme
2
-’5;— qui représente le moment d’inertie de (S) par

rapport a I'axe (O, ) (voir cours de terminale).

QUESTION 2

Déterminer le torseur dynamique, au point O, de la tige (S)
dans son mouvement par rapport au repére R.

REPONSE

Le torseur dynamique de (S) dans son mouvement par
rapport 2 R s’écrit au point O.

T(G/R
{D(S/R)}= {"’.( / )}'
o BS/R)

Calcul de la résultante dynamique

Le vecteur accélération T(G/R) est égal 2 [——— V(G/R)]

[5G o)l
1 — 1= .
soit |+ :

Pour effectuer ce calcul passons par I'intermédiaire de la
base de R;.

[&Ges) ] (% Cov)]klﬁi(kl/}znéolﬁ

# étant un vecteur unitaire de la base de R, :
[36)
— - 07

dt \2

! [ .
par suite T(G/R)=§ X7 ot 0% et

I !
=l 0% 0T Az 0F
L 2000,

(675 — 6711 ).

mi(G/R)= "'7'

Calcul du moment dynamique au point O

La relation (6) du paragraphe 4 entre le moment cinétique
et le moment dynamique s’écrit au point O, fixe dans R:

So(S/R)= [5 a,(S/m]R

195




Dynamique

12
sachant que : EO(S/R)='—n3— 07

- m?
60(S/R)=T 8"z.

QUESTION 3

Déterminer I’énergie cinétique de la tige (S) dans son
mouvement par rapport a R.

REPONSE

Par définition I’énergie cinétique de (S) dans son mouve-
ment par rapport a R est :

1 =
T(S/R)== L [Ve/R)] dm
2 €S
avec V(P/R)=u6' et en remarquant que -9 =9 2=1

812
T(S/R)=——L u?dm
2 Jpes
sachant que dm =? du

‘a2 ¢l
T(S/R):ﬂj u? du
2k

2
soit T(S/R)=% 0°.

REMARQUE
I Dans l'expression de T(S/R) apparait le moment
r

d’inertie %l—— de (S) par rapport & l'axe (O, 7).

2 5

— Les définitions et les relations mises en place
jusqu’a présent sont applicables @ un ensemble
matériel quelconque (solide, ensemble de solides,
liquide, gaz, etc.).

— L’exercice précédent (paragraphe 6) montre
que dans le calcul du moment cinétique et de
Dénergie cinétique du solide (S), dans son
mouvement particulier par rapport au repére R,
apparait le moment d’inertie de ce solide par
rapport d 'axe (0, ).

Ldrsqu’un solide a un mouvement quelconque
par rapport d un repére, d’autres termes d’inertie
apparaissent dans le calcul du moment cinétique
et de D'énergie cinétique. C’est pourquoi nous
allons maintenant définir complétement les carac-
téristiques d’inertie d’un solide, et établir ensuite
des relations particuliéres pour déterminer le
moment cinétique et |'énergie cinétique d’un
solide.
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8. MOMENT D’INERTIE D'UN
SOLIDE PAR RAPPORT
A UN AXE

Soient un repére R(O, %, 7, 7 ) et un axe A(O
d’origine O et de vecteur unitaire i. Posons :
{=a¥ + By +v%

Soit (S) un solide de masse m. Notons P un |
quelconque de (S) et H le pied de la perpendicu
abaissée de P sur A. Posons :

OP=xi +yy +z7.

8.1. DEFINITION

Le moment d’inertie du solide (S) par rapp
I’axe A est le scalaire positif suivant :

(s/a)=[ [PHF dm
Pes

§.2. CALCUL DE 1 (S/A)

Pour calculer ce moment d’inertie remarquons
17 AOP[ = 7). |OP]| . Isin(i; OP)]
comme [ est un vecteur unitaire, et que da
triangle rectangle OPH :
[PH| = | 0P| . [sin(£, OP)[.

Alors |PH| =} ~0B|.
Déterminons dans la base de R les composant:
vecteur i AOP, en utilisant une notation class

TR E z — Yy
i AOP= Binly|=|ryx—az|.
b z ay — Bx

Alors
[PHP=(Bz — vy +(yx — az)* +(ay — Bx)
Soit
[PHP =a?(y> +22)+ B> (22 + x*) + 2 (x> +y?)
—2Byyz —2yazx —2
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i conséquent, le moment d’inertie de (S) par
port & I'axe A s’écrit, en remarquant que a, 8,
ont indépendants des points P de (S) :

m=a [ reydmegt[ (@ extam
PES PeSs
+,sz' (x2+y2)dm—2ﬂyf yzdm
PES PES
—Zyaf xdm —Zaﬁf xy dm.
PES PES

pose habituellement :

A=f (¥ +2%)dm B=j 22+ x*)dm
PES PES

(x2+y?)dm
PES

C= D=f yz dm
PES

F=f xy dm.
PES

S/A)=a*A +B?B+y*C—28yD
—2yaE~—2aBF.

8.3. DEFINITIONS

On appelle :

2&: m«;ment d’inertie de (S) par rapport a Paxe
0, %)

? : mc;ment d’inertie de (S) par rapport a ’axe
0,5)

E,‘: mc))ment d’inertie de (S) par rapport a Paxe
0,%).

D : produit d’inertie de (S) par rapport aux axes
(0,5)et(0,%).

E : produit d’inertie de (S) par rapport aux axes
(0,2 )et (0, %)

F : produit d’inertie de (S) par rapport aux axes
(0,%)et(0,5).

REMARQUE
Si le point O et la base (%, ¥, 7 ) sont fixes par
rapport au solide (S), les quantités A, B, C, D,
E, F sont constantes au cours du temps.

Dans ce paragraphe nous allons définir un opérateur
qui va nous permettre de rassembler les 6 quantités
A, B, C, D, E, F dans une matrice symétrique 3 X 3.

9.1. DEFINITION

L’opérateur d’inertie d’un solide (S) en un point
O, est l'opérateur qui & tout vecteur & fait
correspondre le vecteur :

To(S, E)=fp _OPA(i ADF)dm.
=t

Cet opérateur est linéaire, donc représentable par
une matrice.

9.2. MATRICE D’INERTIE

La matrice d'inertie du solide (S) au point O,
relativement 2 la base (%, ¥, 7 ), s’obtient en dispo-
sant en colonnes les composantes des vecteurs
transformés des vecteurs de base par ’opérateur
d’inertie.

Jo(8,5)
Déterminons la premiére colonne de la matrice

d’inertie. Ses trois termes sont les composantes did’
vecteur :

Jo(S. %)= OPA(% AOP)dm.

Posons OP=x¥ +yy +z7
alors
1 x 0
ZAOP=|0fAlyl={-2z
0 z y
et
x 0 y2+2z2
OPA(% AOP)=|y|a|—z]=] —xy
b4 y —zx

La premiére colonne est
termes :

f (y*+z*)dm, —J’ xy dm, —f zx dm.
PES PES PES

Aprés un calcul identique pour déterminer les deux
autres colonnes, la matrice d’inertie s’écrit avec les
notations du paragraphe 8 :

donc constituée des

A -F -E
[IO(S)]—[F B —D]
-E -D c {(z-5-%)
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REMARQUES .
__ Les moments d'inertie du solide (S) par
rapport aux axes (0,%), (0,7) et (0,7)
apparaissent sur la diagonale de la matrice.
— L’opérateur d’inertie est symétrique.

R(O, %, ¥, Z ) est un repére dont I'origine O est en
dont I"ax ( 5 z’) est confondu avec 'axe de la tif
Soit A(O\,/f ) I'axe d'origine O et de vecteur unitair

. 1

-
ve f=—— 3 +=7.
que f=mmr Tyt

™)

QUESTION 1

9.3. EXPRESSION DU MOMENT
D’INERTIE D’'UN SOLIDE PAR
RAPPORT A UN AXE

Nous avons vu au paragraphe 8 que le moment
d’inertie du solide (S) par rapport & I'axe A(O, i)
était (relation 9) :
KS/A)= j [PH] dm.
PES
Soit avec |PH| =i A0B|

I(S/A)=f [ AOBPdm.
PES

(relation 10)

En écrivant que le carré scalaire [ AOP]? est égal
au produit scalaire du vecteur (i A OP) par lui-méme,
on obtient :

(S/A)= j (7 AOP)-({ AOP)dm.
PES
En considérant -que I'expression a intégrer_est un
produit mixte constitué des trois vecteurs i, OP et
i AOP, on peut écrire en permuttant les signes
scalaire et vectoriel de ce produit mixte :

1(S/A)=i’-J' OB A(7 AOP)dm.
rPeS

Ce qui fait apparaitre 'opérateur d’inertie du solide
(S), au point O, appliqué au vecteur i. D’ol :

K(S/A)={+Jo(S, 7). (11)

9.4. APPLICATION

Soit une tige rectiligne (S) de longueur I/, de dimensions
transversales négligeables, homogéne, de masse m et de
centre d’inertie G.

Déterminer I'opérateur d’inertie de la tige (S) au p

REPONSE

Déterminons l'opérateur d’inertie de (S) au point O
matrice d’inertie au point O, relativement a L
(£75.7).

Cette matrice est de la forme :

A -F -E
[IO(S)]=[—F B —D]
(%.3.2)

-E -D C
Sachant qu'un point P quelconque de la tige (S)
coordonnées cartésiennes (0, 0, z) dans R :

A= (Y2+Zz)dm=j z2dm
pes pes

B=j (zz+x2)dm=f 22dm=A
PES PES
C=J; (x2+y*)dm =0
es
D=j yzdm=0
pes

E= o dm=0
PES

F=J' xy dm=0.
PES

Calculons A :

A=| z*dm

PES

m m
avec dm=—dz (7 : masse linéique de S)

1

I3

m (2
A=—f z% dz,

Ly

soit =TI_2
12
la matrice d’inertie est donc :
12 )
I®l={ 0 22 o

0 0 0w

QUESTION 2
Déterminer le moment d’inertie de la tige (S) par

a Paxe A(O, § ).

REPONSE

Ce moment d’inertie est donné par la relation (1
KS/8) =T3S, ).
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atrice colonne associée au vecteur Jo(S, ) s’obtient
fectuant la multiplication de la matrice d’inertie par
a"matrice colonne associée au vecteur unitaire i :

mi?
E 0 0 0
- ml? V3 mi*3
D=lo I oo |2 )= (V2
[3(s. 7)) 2 2 2
0 0 0 l 0

Le moment d’inertie de (S) par rapport i I'axe A(O, i)
est égal au produit scalaire du vecteur unitaire I par le
vecteur JoS, 17).

Dot

2
I(S/A)=%.

B S R P A A
L’opérateur d’inertie étant symétrique posséde un
systeme de trois vecteurs propres orthogonaux deux
a deux.

Par conséquent, il existe toujours, en tout point, au
moins une base orthonormée directe, appelée base
principale d’inertie, dans laquelle la matrice d’inertie
est diagonale (produits d’inertie nuls).

REMARQUE
Chaque vecteur unitaire de la base principale
I d’inertie a méme direction qu’un des vecteurs
propres.

Soit, par exemple, (%,, ¥,, 7,) la base principale
d’inertie de I'opérateur d’inertie du solide (S) au
point O. Dans cette base la matrice d’inertie est de
la forme :

A, 0 0
[1o8)]=] 0 B, ©
0 0 Cidg.5.2)

10.1. DEFINITIONS

— Les axes (O, %,), (0,75) et (O, z,) sont
appelés axes principaux d’inertie du solide (S) au
point O.
— Les moments d’inertie A,, B, et C, sont appelés
moments principaux d’inertie du solide (S) au
point O.

REMARQUE
Les moments principaux d’inertie sont les valeurs
propres de l’opérateur d’inertie.

10.2. SYMETRIES MATERIELLES
DU SOLIDE

Pour mettre en évidence 2 priori une base principale
d’inertie, ou tout au moins avoir une matrice
d’inertie la plus simple possible, il faut choisir le
point et orienter la base ol I’on exprimera la matrice
d’inertie, en tenant compte des plans, axes ou
centres de symétrie matérielle que peut avoir le
solide. (Il y a symétrie matérielle s’il y a, a la fois,
symétrie géométrique et symétrie de répartition de
masse.)

Déterminons pour les deux exemples qui suivent les
particularités de la matrice d’inertie du solide (S),
au point O, relativement 2 la base (%, §, 7).

EXEMPLE 1

Le solide (S) admet le plan (O, %, ¥ ) comme plan de
symétrie matérielle.

A tout point P(x, y, z) de masse dm, on peut associer
le point P(x, y, —z) également de masse dm.

Par conséquent, le produit d’inertie f zxdm est
: PeS

zx dm pour z =0 est opposée

nul, car I'intégrale J;
es

a I'intégrale zx dm pour z <0. De la méme fagon
s

e

le produit d’inertie yz dm est nul. Par suite la

es
matrice d’inertie est de la forme :

A -F 0
[Io(s>]=[—F B o]
0 0 Clssa
I'axe (O, 7 ) est donc principal d’inertie.

EXEMPLE 2

Le solide (S) admet I'axe (O, 7) comme axe de
symétrie matérielle.

Par un raisonnement analogue au précédent on
montre que la matrice d’inertie est de la forme :

A 0 0
[IO(S)]:lo A 0]
0 0 Cl-—3
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z ® et par permutation circulaire :
loc=[ y*dm.
res
N, S
11.2. RELATIONS ENTRE LES
o s . DIFFERENTS MOMENTS
g D’INERTIE
La notation (~, —, %) indique que la matrice rifie facil o . ]
d’inertie est de cette forme dans toute base orthonor- On vérifie facilement les relations suivantes
mée admettant pour troisidme vecteur unitaire Z. Les
deux autres vecteurs unitaires seront déterminés
lorsqu'il s'agira de choisir une base commune pour

multiplier la matrice d'inertie par la matrice colonne
associée a un vecteur.

x/ Fig. 6

Pour faciliter les calculs des moments d’inertie du
solide (S) par rapport aux axes (0, %), (O, 7)et
(0, 7) on est amené & définir les moments d’inertie
de ce solide par rapport au point O, par rapport
aux plans (0, %, 7 ), (0,5, 7) et (0,£,%), et a
établir les relations existant entre ces moments
d’inertie.

41 1.1. DEFINITIONS

2 __ Le moment d’inertie du solide (S) par rapport
au point O est :

[°=j x2+y*+z%)dm =J [OPT2dm.
PES PES

__ Le moment d’inertie du solide (S) par rapport
i au plan (O, ¥, 7 ) est :

Toxy =f z2dm
PES

r[oz Toew + [Oyz +1ox
1
[015 (A+B+C)

r A=l + Lo2x j
[ﬁs =Ioy. +loxs J
l* C=lp. + oy J

11.3. APPLICATION

Soit une enveloppe sphérique (S) de centre O, de t
a, d'épaisseur négligeable, homogeéne et de mass

z

QUESTION

Déterminer le moment d’inertie de (S) par rap
de ses diamétres.

REPONSE

Vu la symétrie matérielle de (S) par rapport
0, les moments d’inertie A, B et C par raj
trois axes (O, % ), (0, ¥ Yet(O, 7 )sont égaux
A s'exprime en fonction du moment d’inert
par rapport au point O par (relation 12) :

comme Io




un

int
X
iite

S)

j;sbit 0 un point quelconque d’un solide (S) de masse

Cinétique

T T

m.et de centre d’inertie G.

Déterminons les relations entre les moments
J'inertie, puis entre les produits d’inertie de (S),
par rapport aux axes des repéres R(O, %, 7,7 ) et
Ri(G. % 3. 7).

Fig. 8

Posons dans la base (%, §,Z), P étant un point
quelconque de (S) :

x a X
OP |y 0G GP |y,
z c 2
Sachant que OP = OG + GP, nous avons les relations
suivantes :
x=a-+tx,
y=b+y, (13)
z=c+z,

Cherchons tout d’abord la relation entre les
moments d’inertic de (S) par rapport aux axes
(0, %) et (G, X ), notés respectivement A et Ag.
Par définition
A=j (y*+22)dm
PES
compte tenu des relations (13) :

Azf [(b+y,P+(c+z,2]dm
rPesS
soit
A=J’ [(y3+23)+2by, +2cz, + (b +c?)]dm
PES

ou encore en séparant en quatre intégrales, puis en
remarquant que b et ¢ sont indépendants de la
sommation :

A= i +zdm+2b [y dm
PES PES
+2cf z;dm+m(b*+c?) (14)
PES

Par définition, j (¥3+z23)dm=Ag de plus, le

PES
centre d’inertie G de (S) est tel que (paragraphe 2.1
du chapitre | de statique) :

j GBdm =0

P&S

soit en projection sur y et 7 :

f y,dm=0 et I z,dm =0 (15)
PeS rPes

Par conséquent la relation (14) s’écrit :
A=Ag+m(b*+c?).
De la méme fagon, nous obtenons entre les moments

d’inertie par rapport aux autres axes, les relations
suivantes (notations évidentes) :

B=Bg+m(c*+a?)
et C=Cg+m(a®+b?)

REMARQUE
La quantité (b + c?), par exemple, représente le
carré de la distance entre les axes (0, %) et
(G, %).

Cherchons ensuite la relation entre le produit
d’inertie de (S) par rapport aux axes (O, ¥ )et (0, )
et le produit d’inertic de (S) par rapport aux axes
(G, 7) et (G, ), notés respectivement D et Dg.
Par définition :

sz yzdm
PES
compte tenu des relations (13) :
D=[ (b+y)e+z)dm
PES

soit

D=J (121 +bz +cy,+bc)dm

PES .

ou encore en séparant en quatre intégrales, pufé en

remarquant que b et ¢ sont indépendants de la
sommation :

D=f y.z,dm+bJ’ z,dm
PES PES
+c f ydm+mbc. (16)
PES
Par définition :
f ¥:2,dm =Dg.
PES
Par conséquent la relation (16) s’écrit, compte tenu
des relations (15) :
D=Dg +mbc.
De la méme fagon, nous obtenons entre les produits

d’inertie par rapport aux autres axes, les relations
suivantes (notations évidentes) :

E=Eg+mca F=Fg+ mab.
En résumé :

A=Ag+m(b*+c?)
B=Bg+m(c*+a?
C=Cg+m(a®+b?)
D=Dg+ mbc 17)
E=Eg+mca
F=Fg+ mab.
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Application

Soit un cylindre de révolution (S), de rayon r, de hauteur
h, plein et homogene, de masse m et de centre d’inertie G.

i |

Fig- 9

R(O, %, ¥, 7 ) est un repére tel que son origine O coincide
avec le point G, et I'axe (G, 7 ) soit confondu avec I'axe
de révolution matérielle de (S). Notons (x, y, z) les
coordonnées cartésiennes d’un point P quelconque de (S),
dans le repére R.

QUESTION 1

?éterminer le moment d’inertie e (S) par rapport a P’axe
G, 7).

REPONSE
Par définition ce moment d’inertie est égal a :
c=|
PE.
Posons x2+y?=p® et considérons comme éléments
d’intégration des cylindres de révolution de hauteur h, de
rayon p et d’épaisseur dp.

(x2+y*)dm.
s

dm =—2— 2aphdp

Alors 5
wrih

(_m2_ : masse volumique de (S)), d'ou
ar’h

2m
dm=— pdp.
r
Par suite C= 2—'2" pdp
r
2
mr
soit C=—m.
2

QUESTION 2
Déterminer le moment d’inertie de (S) par rapport a P'axe
(G,5), ou (G, 7).
REPONSE
Par définition ce moment d’inertie est égal a :

A=J (y2+z%)dm

pes

(S) étant de révolution autour de I'axe (G, 7):

A=B= (22 +x%)dm

PES

additionnons membre 3 membre ces deux relations
2A=J (x2+y%)dm +2J’ 22 dm
PES PES
ce qui fait apparaitre C. D’ou
z2 dm.

A==+
2 Jpes
Pour calculer I'intégrale J’ z2dm considérons ¢
PES
éléments d’intégration des disques d’axe (G,
d’épaisseur dz.

Alors :
3
J zzdm=f 22 —dz
pes -4
soit
mh?
J 22dm=—0rm.
pes 12
Par suite :

Remarquons que A=C si h= V3.

*QUESTION 3
En déduire la matrice d’inertie de (S) au point G,

base (%, ¥, 7 ).

REPONSE

Cette matrice s’écrit :

mrt  mh?
—+ 0 0
4 12
mr* mh
S)|= 0 —_—t+— 0
[IG( )] 4 12
mr?
0 0 Zlas

QUESTION 4

Déterminer les moments d’inertie et les produits «
—— h

de (S) au point H, tel que GH=—rj +E Z, relativ

la base (%, 7, 7 ).
REPONSE

En appliquant les relations (17) avec a = 0,b=ret
(composantes de HG), on trouve :

n <5rZ + hz>
=m{— + —

H 4 3

r2 hZ)

By= (——+—-
S VR




(SRR

,QUESTION 5
e
n déduire la matrice d’inertie de (S) au point H, dans la

“hase (£ 5 7)-
“:REPONSE

‘Cette matrice s*écrit :

(5r2+h2)
a3 0 0
2 h?® rh
()= n(7+3) »3
rh S
0 m 7 —mr* \(z 5 %)

Soit un solide (S) de masse m, de centre d’inertie
G, en mouvement par rapport 4 un repére
R{O, %, 7, 7). Soit A un point lié au solide (S).
Par définition le moment cinétique au point A du
solide (S) dans son mouvement par rapport au

‘repére R est :

&’A(S/R)=f APAV(P/R)dm
PES

si le point A est lié au solide (S), il existe entre les
vecteurs vitesse V(P/R) et V(A/R) la relation
suivante :
V(P/R)=V (A/R)+Q(S/R)AAP.

Pour bien préciser que le point A est lié au solide
(S) nous noterons le vecteur vitesse du point A par
rapport au repére R : V(AES/R).

Par suite :

A (S/R)
=j APA[V(AES/R)+{(S/R)A AP ]dm
PES
soit
EA(S/R)=I APAV(AES/R)dm
PES
+f AP A[G(S/R)A AP dm
PES
la premiére intégrale s’écrit :
(| = dm) AV (AES/R).
PES
Sachant que la position du centre d’inertie G de (S)
est définie par mAG= f AP dm, cette intégrale
est égale a mmAV(AéESS/R).
Par conséquent :
FA(S/R)=mAGAV(AES/R)
+j APA[G(S/R)AAP]dm. (18)
PES

Donnons I’expression définitive du moment cinéti-
que &, (S/R) dans les deux cas suivants :

13.1. PREMIER CAS

Le mouvement de (S) par rapport a2 R est tel que
@ (S/R) soit de la forme §'7 (c’est le cas lorsque (S)
a un mouvement plan sur plan dans le plan (O, %, ¥ )
ou un mouvement hélicoidal de direction 7 ).

Fig. 10
Soit R, (A, %, ¥, 7 ) un repére li€ a (S).
Posons 6=(%, %,), alors A(S/R)=0'7 et
AP=x,%, +y, 5, +2Z.
Dans ces conditions I'intégrale
f APA[US/R)AAP Jdm

PES

est égale a: )
[ (et yisit 22 )ALOF a(xify #3132 JJam.
PES ’
Soit aprés avoir effectué les produits vectoriels :
J 0'[ —zx %, — yiz§i + (xF+ D Jdm
PES
ou:

—0'1?,] x, dm—o'i,j vz dm
PES PES
+0'z’j (x2+y2)dm.
PES

Ce qui fait apparaitre deux produits d’inertie et un
moment d’inertie de (S) par rapport aux axes du
repére R;.

Posons : E,=I zx,dm
PES

D,=f yiz dm
PES

C =IAz=j (x3+yHdm.

PES

Par suite 'expression du moment cinétique A (S/R)
écrite en (18) devient :

\E(S/R)= mAGAV(AES/R)

—E,0'%,~ D05, +1. 07 | (19)
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Cas particuliers

Distinguons les deux cas particuliers suivants :

e A fixe dans R et E,=0, D,=0 (le plan

( A,)f,, $,) est plan de symétric matérielle pour
)

alors : l Ga(S/R)=1,,07" |

e A confondu avec G et E, =0, D, =0
IED)

alors : | Fs(S/R)=15,0'7

Application

Considérons un cylindre de révolution (S) roulant sans
glisser sur un plan incliné (IT), en supposant que I'axe du
cylindre reste constamment orthogonal a la ligne de plus
grande pente du plan, de fagon 4 schématiser cette étude
par un probléme plan. x

Soit R(O, X, ¥, 7 ) un repére lié au plan (IT), I'axe (O, 7 )
étant dirigé suivant la ligne de plus grande pente.

Le cylindre de révolution (S), homogéne, de masse m, de
zayon )a et de centre d’inertie G, a pour axe de révolution
G, 7).

(S) est en contact avec le plan (IT) suivant I'axe (I, ) et
roule sans glisser sur ce plan.

R(G, %, 51,7 ) est un repdre lié a (S). On pose:
0=(%, %).

Soit IGz=ﬂ;— le moment d’inertie de (S) par rapport 2
I’axe (G, Z ) Les produits d’inertie de (S) par rapport aux
axes du repére R; sont nuls (E;=0, D,=0).
QUESTION 1

Déterminer le moment cinétique au point G de (S) dans son
mouvement par rapport a R.

REPONSE

Par application de la relation (20), on trouve :

2
- ma >
a6(S/R)= T 0'z.

QUESTION 2

Déterminer le moment dynamique au point I de (S) dans
son mouvement par rapport a R.

204

REPONSE

Deux méthodes sont possibles : on peut passer di
G au point I au niveau du moment cinétique ou au
du moment dynamique.

Premiere méthode :
Les moments cinétiques (S/R) et Gg(S/R) sont |
la relation (3) :

F1(S/R)=G5(S/R)+ mV(G/R) A GL
sachant que :
V(G/R)=V(1€S/R)+(S/R) A IG
et que (S) roule sans glisser sur le plan (IT):
V(G/R)=0+6'7 A ax
soit V(G/R)=ag'§

- maz - - -
o‘.(S/R)=? 0'7 +ma6’'y A(—ax)

3
d’ou (7,(5/R):5 ma?¢'z.
Le moment dynamique &,(S/R) s’obtient A pa

moment cinétique &(S/R) par la relation suivantc
tion 6) :

- d — -
5(S/R)= [E EI(S/R)]R +mV(I/R) A V(G/R
Comme cela a été signalé au paragraphe 4, le -
- d
vitesse V(I/R) est uniquement égal a L—i_t GI]R. C'e

le point géométrique de contact entre (S) et (IT) qu
considérer dans ce calcul, point qui n’appartient n
ni a (IT).

Les points I et G ayant méme vecteur vitesse par
au repére R (I'axe (I, X )} a un mouvement de_trai
par rapport 4 R) le produit vectoriel V(I/R) A V(G
nul. Alors :

- d
3i(S/R)= [E t?l(S/R)]R

= 3 .
d’ott 5((S/R)=E ma*6"7.

Deuxiéme méthode

Le moment dynamique EG(S/R) s’obtient a pa
moment cinétique Gg(S/R) par la relation s
(relation 8) :

- d .
86(S/R)= [E UG(S/R)]R

2
soit 5G(S/R):L"-§—- 07

les moments dynamique 5(S/R) et §5(S/R) sont
la relation (relation 4) :

5(S/R)=55(S/R)+mI(G/R) A GI
sachant que
T(G/R)= [3 V(G/R)] = [5 ae'y’]
de R ldt R
soit T(G/R)=ab"5

2
- ma
SI(S/R)=T 0"7 + ma@"y A —ax

d’ou 5(S/R) =% ma®0"7
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’

‘WARQUE
décision d’écrire le moment dynamique au
pint 1 sera expliquée au chapitre 2.

2. DEUXIEME CAS

général

mouvement de (S) par rapport 2 R est
fielconque.

vintégrale I APA[Q(S/R)AAP]dm de la
2 PES

ation (18) représente 'opérateur d’inertie de
S) au point A appliqué au vecteur Q(S/R).

ar conséquent |’expression du moment ciné-
que FA(S/R) écrite en (18) devient :

7a(S/R)=mAG A V(AES/R) ]
: +F.(S, B(S/R)).|(21)

particuliers

istinguons deux cas particuliers ou le produit
ectoriel est nul.
A fixe dans R

FA(S/R)= TA(S, TU(S/R)). | @2

» A confondu avec G

lors F’G(S/R)=IG(S,6(S/R)). } (23)

sidérons une toupie (S) d’axe de symétrie matérielle
(0, 7;) dont la pointe O reste immobile sur un plan (II).

Soit R(O, %, ¥, 7 ) un repére 1i¢ au plan (II), I'axe (0.%)
€tant dirigé suivant la verticale ascendante.

Soit R,(O, %, ¥, Z;) un repére lié a (S). La matrice
d’inertie de (S) au point O est :

A0 O
[IO(S)]=[0 A o]
0o o cd_ _ 3

La position de la base de R, par rapport a la base de R
est définie par les trois angles d’Euler ¢, 6, . (Premiére
base intermédiaire : (&, #, 7 ), deuxiéme base inter-

médiaire : (&, W, £,))-

z

z0

2,0 @

Fig. 13

QUESTION 1

Déterminer le moment cinétique au point O de (S) dans son
mouvement par rapport a R.

REPONSE
D’aprés la relation (22) :
Fo(S/R)=Jo(S, BUS/R)).
Le vecteur {3(S/R) a pour expression :
QS/R)=y¢'7 + 0"l +0'Z;.
La multiplication de la matrice d’inertie par la matrice
colonne associée au vecteur ﬁ(S/R) donnera un résultat
simple si on exprime ces deux matrices dans la base
(&, w, ;). avec
Q(S/R)=y'(cos 67, +sin 6 )+ 0'if +¢'Z,
soit
B(S/R)=0'ii + ' sin 6% + (o' + 4y’ cos 0)F

A0 O 9
[Gas/R)]= [0 A 0] [ ¢’ sin @

0 0 ClLy'+¢' cos 0](;" RE)
Par conséquent :

r Go(S/R)=A (0 + ' sin 6w )+C(p'+ ¢’ cos 6)7;. I

QUESTION 2

Déterminer le moment dynamique au point O de (S) dans
son mouvement par rapport a3 R :

a) en projection sur Z, soit Z +54(SIR);

b) en projection sur Z;, soit %, 80(SIR);

¢) en projection sur &, soit i +54(SIR);

(ce choix sera expliqué au chapitre 2).
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REPONSE
Le point O étant fixe dans R, le moment dynamique se
déduit du moment cinétique par la relation :
- d -
ss/R)=[ 5 ausym]
dt "

a) Pour déterminer la projection du moment dynamique
sur Z il ne faut pas dériver au préalable I'expression du
moment cinétique (calculs fastidieux) mais procéder
comme suit :

7-Bas/R=1 (5 s/m) @9

K
En remarquant que : 5
[57 sus/]=[Z] wausmy+ 7[5 Fusim]

ar <o “lar o L TR R
le deuxieéme membre de la relation (24) s’écrit :

I [4:.5 _["_Z'] .z

2k a.,(S/R)]R—[ S reaysm]-[5] -ausm,

I £3 A . dz .
le vecteur unitaire 7 étant fixe dans R, ona [E] =0
R

N s [d . d,
d’olt F [E ao(S/R)]R=[E Z "To(S/R)]
la relation (24) s’écrit donc :
.z d . .
Z '50(S/R)=[E; z 'Uo(S/R)]
sachant que :
Fo(S/R)=A(0'% +¢’ sin 6% )+ C(e' +¢' cos )7,
7 -5o(S/R)= Ay’ sin” 6+ C(e’+ ¢’ cos 8) cos 0
alors

E-&(S/R)z% [Ay’ sin® 6+ C(e' + ¢’ cos ) cos 6]

Expression quil faut bien se garder de dériver
prématurément.
-z . [d .
b) Zn'ﬁo(S/R)=Zr[— U’o(S/R)] .
dt R
Par le méme raisc t que précéd t on a la

relation :

Z1-8o(S/R)= [% ) -EO(S/R)] S [%L%(S/R)'

dZ; - . Py
Calculons [Etl] en utilisant la base intermédiaire

(i, W, ,) dans laquelle Z; est constant.

dz, _ dZ; A Z
I]R_[E](n, W, i;)+ﬁ((u, el

=0+(¢'Z +0T AT,
soit [dz’]] =y’ sin 0l — 0'W.
dt g ’

p iz,

Par suife, on constate que le produit scalaire de E]
R

avec d(S/R) est nul, si bien que

- d
% 'so(s/R):[5 Z '30(S/R)]

soit

71-5,(S/R)=C % (@' + ¢’ cos 6).

¢) i -8y(S/R) =1 -[—d— EO(S/R)]
dt R
toujours par le méme raisonnement :
D (- (111
u 5o(S/R)*[dt i ao(S/R)] [d]R Go(S/R)
di dit P - -
[Eﬂ: d_lt‘](n,a.;)+ﬁ((ﬁ' 5, Z)/RIAZ =O+(¢7 a2

. [dﬂ] -
soit — | =¢'y,
R

g
[—-"] . Fy(S/R)= Ay sin 6 cos 8
FT N
~C{e@'+ ¢ cos 0)¢' sit

Par suite :

iT-5(S/R)=A0"+y' sin §[Cle"+ ' cos ) — Ag' cos 6

14. ENERGIE CINETIQUE D'UN
SOLIDE
Soit un solide (S) de masse m, de centre d’inertie
en mouvement par rapport 4 un repere R(O, i 9,
Soit A un point lié au solide (S).
Par définition, I’énergie cinétique du solide (S) d
son mouvement par rapport au repére R est :

T(S/R):% j [V(P/R) P dm.

Si le point A est lié_au solide (S), il existe er
les vecteurs vitesse V(P/R) et V(A/R) la relatic
V(P/R)=V(A/R)+(S/R)AAP.
REMARQUES
— Pour bien préciser que le point A est lié
solide (S) nous noterons le vecteur vitesse
point A par rapport au repére R : V(AES/
— Par commodité nous calculerons le doublt
U’énergie cinétique.
Mettons le double de I'énergie cinétique sous
forme :
2T(S/R):I V(P/R)-V(P/R)dm
PES

et remplagons le premier vecteur V(P/R) par
expression en fonction de V(AES/R) :

2T(S/R)=j [V(AES/R)+&(S/R) A AP]
res T(P/R)
soit
2T(S/R)= fp _V(AES/R)-V(P/R)dm
+ [ _ (AR I@R:
la premiére intégrale s’écrit

F(AES/R)- f V(P/R)dm
PES
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‘a' deuxieéme intégrale s’écrit en inversant au
éalable les signes scalaire et vectoriel du produit
te situé sous le signe somme :

. O(S/R)- L _ RBAV®/R)dm

par suife :

J(S/R)=V(AES/R)- L _Ve/Rydm

bt +T(S/R)- L _EBAT@/R)dm.

pans cette expression apparaissent les deux élé-
sents de réduction au point A du forseur cinétique
S) dans son mouvement par rapport a R, ainsi
qiie. les deux éléments de réduction au point A du
forseur cinématique du mouvement de (S) par
rapport 2 R.

Kﬁppel

Sofent deux torseurs

5 R(BY R(8,)
z,’l = . t .Gz = Y
Az A{MA(&)} « {} A{MA("G»}-

;@ﬁmés au méme point A.
On appelle produit des deux torseurs { By} et {T.} le
scalaire suivant :

{B,}+{8:} =R(8,)- M\ (6) + R(5,)-Mu(By. J

Le produit des deux torseurs est indépendant du point
choisi pour exprimer les torseurs.

Par conséquent, le double de 1’énergie cinétique du
solide (S) dans son mouvement par rapport au
repére R est égal au produit de son torseur cinétique
par son torseur cinématique

r TS /R)={C(S/RO}-{US/R)}

ce qui correspond a :

2T(S/R)=
mV(G/R)-V(AES/R)+KS/R): FA(S/R).

Cas particuliers

Distinguons les deux cas particuliers suivants :
Premier cas : A fixe dans R. Alors

l 2T(S/R)=§(S/R)'EA(S/R)4!

considérons les deux sous-cas suivants :

a) $(S/R) de la forme §'Z (voir paragraphe 13)
d’aprés la relation 19 :

FA(S/R)=—E,0'%,—D,0'5, +1,,0'7

par suite :
[ 2ms/m=Loez |

* b) Q(S/R) quelconque alors ) :
FA(S/R)=JA(S, B(S/R)) (relation 22

et ,—YZT(S/R)=?5(S/R)‘3A(S,ﬁ(S/R)).

Deuxi¢me cas :' A confondu avec G : Alors
2T(S/R) = m [V(G/R)* +T(S/R)- 5(S/R)

Considérons les deux sous-cas précédents.
a) Q(S/R) de la forme 6’7 (voir paragraphe 13)
d’aprés la relation 19 :
Fo(S/R)=—E,0'%, —D,0'¥, +15,0'7
par suite :

[ IT(S/R)=m [V(G/R)F + IGZO'ZJ

« b) O(S/R) quelconque alors

Fo(S/R)=J(S, US/R))
(relation 23)

et

rn(S/R)= m[V(G/R)P+TUS/R): To(S, B(S/R)).

Application 1

Complétons la premi¢re application du paragraphe 13
(cylindre de révolution sur un plan incliné) par la questiofy
suivante.

QUESTION 3

Déterminer I'énergie cinétique de (S) dans son mouvement
par rapport a R.

REPONSE
(S) roulant sans glisser sur (II): V(IES/R)=5, par
suite :
2T(S/R)=SUS/R)-F(S/R)
soit avec

e

QS/R)=6'7 et E,(S/R)=% ma6's

3
ZT(S/R)=§ ma®6”.

* Application 2

Complétons la deuxiéme application du paragraphe 13
(toupie) par la question suivante :

QUESTION 3

Déterminer I’énergie cinétique de (S) dans son mouvement
par rapport a R.
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REPONSE

Le point O étant fixe dans R :
2T(S/R)=KS/R)- 5o(S/R)

avec US/R)=¢'7 +0'i +¢'T,

A SAVOIR

1. Les éléments de réduction du torseur cinétique

d’un ensemble matériel (E) de masse m, de centre

d’inertie G, dans son mouvement par rapport a un

repére R :

f V(P/R)dm = mV(G/R)

{C(E/R)}= PEE o
AP A V(P/R)dm =G ,(E/R)

A \PeE

2. Les éléments de réduction du torseur dynami-

que de cet ensemble matériel (E) :

J' T(P/R)dm = mI(G/R)

{:D(E/R)}= PEE L _
AP A T(P/R)dm = 5,(E/R)

A \YPEE

3. La relation entre le moment dynamique et le
moment cinétique de I'’ensemble matériel (E) :

e d = =
S.(E/R)= [a EA(E/R)]R+ mV(A/R) A V(G/R)
si A est fixe dans R :

- d .

SAE/R) =[5 FAEMD)]
Si A est confondu avec G :

< d

Ba(B/R) =[5 FolB/R),.

4. L’énergie cinétique de I'’ensemble matériel (E)
dans son mouvement par rapport au repére R :

T(B/R)=3 j [V®/R)Pdm
PES

% 5. L’opérateur d’inertic d’un solide (S), au
point O, est 'opérateur qui, & tout vecteur # fait
correspondre le vecteur :
7S, @)=[ P (i AOP)dm.
PES
% 6. La matrice d’inertie du solide (S) au point
O, relativement 2 la base (%, ¥, 7 ) :

A —-F -E
[IO(S)]—l~F B D]
(x5 2)

) -E -D C
avec e
A=f (y*+z%)dm B:,f (Z2+x*)dm
PeS - lres
C=[ (x2+y>)dm
PES
E=f xdm
PES
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ou  (YS/R)=0'F +¢' sin O +(¢'+ ¢’ cos §)7,
et Go(S/R)=A(0'@ + ¢’ sin 0w }+Cle"+ ¢ cos )7,
Le double de I'énergie cinétique de (S) dans
mouvement par rapport a R est:

AT(S/R)= A (87 + % sin® 8)+C(@’ + ¢ cos 0).

« 7. Le moment d’inertie du solide (S) par rapp
3 l'axe A(O, i)

I(S/AY=1-Jy(S, ©).
8. Théoréme de Huyghens
(S) : solide de masse m, de centre d’inertie
Relations entre les moments d’inertie au point
et au point G :

A=Ag+m(b®+c?)
B=Bg+m(c*+a?)
C=Cg+ m(a*+b?).
Relations entre les produits d’inertie au point
et au point G :
D=Dg+ mbc
E=Egt+mca
F=Fg+ mab.
Sachant que OG=aX +by +c¢Z dans la b
(%, 3, 7 ) considérée.

9. Le moment cinétique du solide (S), au point
dans son mouvement par rapport au repere

~ Premier cas : (S/R) de la forme 6'7

FA(S/R)=mAG A V(AES/R)
- Exolfl - DIOV}TI +1a.
si A est fixe dans R et E,=0, D,=0:
Ga(S/R)= IAzey-z’;
si A est confondu avec G et E;=0, D,=0:
Fo(S/R)=1g.0Z.
* Deuxieme cas : O(S/R) quelconque
FA(S/R)=mAG A V(AES/R)+ Ju(S, A(S/R),

10. Le double de I'énergie cinétique du solide
est égal au produit de son torseur cinétique
son torseur cinématique. Soit :

2T(S/R) ={ C(S/RIH{V(S/R)}.
Premier cas particulier : G(S/R) de la forme
si A est fixe dans R :
2T(S/R)=1,.67
si A est confondu avec G :
2T(S/R)=m[V(G/R) } +15.67.
+ Deuxiéme cas particulier : (S/R) quelcon:
si A est fixe dans R :
. 2T(S/R)=(US/R)- Tu(S, Q(S/R))
. - s A est confondu avec G :
2T(S/R) = m [V(G/R) ]+ 0(S/R)- To (S, US/!
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PROBLEME RESOLU

régulateur.

‘Le régulateur de la vitesse de rotation d’une
achine thermique est représenté figure 14.
Soit R(O, &, ¥, 7 ) un repére lié au corps (S;) du

La piéce (S,) supportant les masselottes (S,) et
(S3) (symétrique de (S,)) a une liaison pivot
d’axe (O, X ) avec (S,). Soit R, (0, %, ¥,, ;) un
repére lié a (S,). Posons : a=(}J, ¥,).

Y1‘

Vi

E
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La masselotte (S,) de masse m, de centre
d’inertie G, a une liaison pivot d’axe (A, Z;) avec
(S)), telle que : OA=ay, (a>0).

Soit R, (A, %,, ¥, Z;) un repére lié 4 (S,), tel que
AG=by, (b>0).

Posons : B=(J,, ¥,). On admet que B est
constant pendant la phase de mouvement étudié.
Premiére partie

Calcul approché : on suppose la masse de (S,)
concentrée en son centre d’inertie.

QUESTION

Déterminer la projection sur Z, du moment
dynamique, au point A, de (S,) dans son mouve-
ment par rapport 3 R : Z,:8, (S,/R).

REPONSE

Le torseur dynamique du mouvement de (S,) par

rapport a R s’écrit au point G (voir
paragraphe 3.3) :
_ (mI'(G/R)
{D(s:/R)}= G{ 5 )
par conséquent (relation 4) :
8a(S,/R)=mI* (G/R)AGA
ou:
5A(S,/R)=mAGAT (G/R) 25)

pour obtenir I'(G/R) calculons au préalable
V (G/R) en utilisant la relation entre les vecteurs
vitesse des deux points A et G du solide (S;) :

V(G/R)=V(A/R)+0(S,/R)AAG  (26)

— d —
par définition V(A/R)=[a OA] . soit
R

. da .
vam-=[5 "y'L
en utilisant la base de R, :
— d . £
Vam-=[g ayl]klm(kl/R)Aay,

ay, est un vecteur constant dans la base de R;
et 3(R,/R)=a’%. Par conséquent :
V(A/R)=a'% Aaf,

soit V(A/R)=aa'Z;.
Par suite la relation (26) s’écrit, sachant que
0(S,/R)=a'% et AG=by,

V(G/R)=aa'%, + a'% A b,
comme X A ¥,=cos BZ;

V(G/R)=(a+b cos B)a'?,.
Calculons T'(G/R). Par définition

T(G/R)=[% V(G/R)] , soit

ensuite

T(G/R)=[% (a+b cos B)a'i,]

R

(a +b cos B) étant constant :
d .
F(G/R)=(a+b cos [3)[—— a’z,]
der R
en utilisant la base de R,, on peut écrire que

[i a'z*.] =[i a'z’,L +0O(R,/R)Aa’ 7,

ds dt
soit
d ) it AT
a'z,l =a"7ita'x Aa'z,
dt -
ou
d -] ve e
—a'fy| =a"i—a”?
[dt IR 1 Yi
par suite :

T(G/R)=(a+b cos B)(a"Z,— a?¥,)

le moment dynamique 8.(S,/R) défini en (2
s’écrit donc :

5A(S,/R)=mbP,A(a+b cos B)(a"f,—a”F,
Vor D=5,
et VoA ¥, =—sin 87,
5A(S,/R)=mb (a+b cos ) a"X,+a” sin B2
par suite, la projection sur Z, de ce mome
dynamique est égale a :

soit avec

71+ 8A(S,/R)=mb (a + b cos B)a'? sin B.

* Deuxiéme partie (indépendante de la pi
miére partie).

La matrice d’inertie de (S,) au point A dans
base de R, est la suivante :

A —F 0
[IA(Sz)]=l—F B 0]
0 0 C (%2. 92. 21)

(S,) a pour plan de symétrie matérielle le pl
A, X,, }’2))~

QUESTION 1

Déterminer le moment cinétique au point A de (
dans son mouvement par rapport 3 R : &,(S/;

REPONSE

L’expression de d.(S,/R) est donnée par
relation (21) du paragraphe 13.2.

Fa(S2/R)=mAGAV(AES,/R)
+J.(S2, B(S:/R)) €
sachant que AG=b7, et V(AES,/R)=aa’?,
premier terme s’écrit :
mAGAV(AES,/R)=mb $,Aac' T,

soit

mAGAV (AES,/R)=maba'%, (
le deuxieéme terme de la relation (27) s’obti
par le produit de la matrice d’inertie de (S,)
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‘matrice colonne associée au vecteur (S, /R).

Q(S,/R)=a'%
dans la base de R, :
Q(S,/R)=a’ cos BX,— a sin B,

matrice colonne associée au vecteur
{52, (S2/R)) est égale a:
74(S2 0(52/R))]
A -F 0O a'cos B
=|-F B 0}| —a'sing
0 0 C 0 (%2. $2. Z1)

]

A (S2, ©(S,/R))=(A cos B +F sin B)a’ %,

3 —(F cos B+B sin B)a'y,
c le résultat obtenu en (28) le moment
nétique FA(S,/R) défini en (27) s’écrit :

‘Fa(S2/R)=(mab + A cos B +F sin B)a' %,
3 —(F cos B+Bsin 8)a’ ¥s.

UESTION 2

éterminer la projection sur Z, du moment
lynamique au point A, de (S,) dans son mouve-
ent par rapport 2 R : Z,-8,(S,/R).

_REPONSE
+'L’expression de gA(Sz/R) en fonction de
1 7a(S2/R) est donnée par la relation (6) du

' paragraphe 4.
i d .
BasR)= [ 3 sm)]

imV(A/R)AV(G/R)

soit en projection sur 7, :
.+ = » [d o
RENCW/SEEA FEACH |
- R —-
+m (%, V(A/R), V(G/R))

remarquons tout de suite que le deuxiéme terme
est nul, car le produit mixte

(Z, V(A/R), V(G/R))
a deux vecteurs de méme direction: 7, et
V(A/R)=aa'Z,.
Pour calculer le premier terme écrivons que :

7[L sy <[ 7R
[dt r Ldt

—[%%]R-EA(SZ/R)

o e d -
Z1-A(S2/R)=0 et que [i] =—a'y,
de 1x

P
Zl'[a O'A(Sz/R)]R
=(mab + A cos B +F sin 8)a? sin 8
—(F cos B+B sin B8)a" cos B
soit
z*,-[% EA(SZ/R)] =[mab sin g +(A-B)
R
sin B cos B +F(sin? B —cos® B)]a".

Par conséquent le moment dynamique 5,(S,/R) -
s’écrit en projection sur 7.

£1+84(S,/R)=[mab sin +(A~B)sin B cos B
+F(sin® B —cos? B)]a’.

REMARQUE _
Le calcul de Z,+3,(S,/R) est celui qu’il faut
I faire pour déterminer l’action mécanique de
la masselotte (S,) sur la tige du régulateur.
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EXERCICES AVEC REPONSES

1 — Déterminer les moments d’inertie par rapport aux
axes du repére R(O, %, ¥, 7) lié aux solides (S)
suivants, homogénes et de masse m :

a) (S) est un dlsque de centre O, de rayon a, d’axe

(0, 7 ), supposé d’épai négligeabl
z
S)
y
Fig. 15 X

b) (S) est un demi-disque de centre O, de rayon a,
daxe (0,7), d'axe de symétrie (O, ¥ ), supposé
d’épaisseur négligeable.

z

[¢]
© W
Fig. 16 x

¢) (S) est une spheére pleine de centre O, de rayon a.

z
(8)
y
Fig. 17 x

d) (S) est une " demi- sphére pleme de centre O, de
rayon a, d’axe de symétrie (O, 7

!

Fig. 18

REPONSES
ma?® 1 ma®
a) lo;=—— loy=loy=5lo: =3~

b) Les moments d'inertie sont la moitié de ¢
calculés précédemment, mais la masse surfacique
demi-disque est le double de celle du disque d
question a). Par conséquent les résultats sont
mémes.

2 2
= loy =lo; =3 ma’.

d) Mémes résultats qu'a la question précédente.

¢) Tox

2 — Une pale d'hélicoptére est schématisée par
plaque rectangulaire (S) de largeur a, de longueur
d’épaisseur négligeable.

Fig. 19

(S)est homogene de masse m et de centre d’iner:
Soit R(O %, 9, 7) un repére lié & (S) tel que
(0, %) soit parallelc au plus grand coté du rect:
et I'axe (O, 7 ) perpendiculaire au plan du rect:

QUESTIONS

1° Déterminer les moments d’mertle de (S) par rz
aux axes du repére R(O, %, ¥, Z

2° Déterminer les moments et les produits d’iner
(S) par rapport aux axes du repére M, 552 )t
— b a
OM=-X —- 7.

PR
% 3° Déterminer la matrice d’inertie de (S) au po
dans la base (¥, §, 7 )

& 4° Déterminer la matrice d’inertie de (S) au po
dans la base (%, 7, 7 ) telle que (%, i)=a.
% 5° Déterminer la matrice d’inertie de (S) au

b a - -
M5 -5 0), dans la base (%, §, 7 ).
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] 6° Déterminer le moment d’inertie de (S) par
rapport & P’axe de rotation de la pale A(M, i), tel que
i i =cos By +sin BZ.

'REPONSES

: ma? mb? m
oL Tox T Io, T Io, i) (a?+b?).

. ma® mb? m
° A=—0r!, B=—r!, C=—(a’+b?),
2°A 3 3 3 (a )

D=0, E=0, F= A'"Tab.

30 ma?
12 g
" mb?
-le = 0
 [1o()] 7
m
0 0 @5

4° La matrice d’inertie est de la forme :
A -F 0
[1o(8)]= [ ~-F B o]
0 0 Cli5.1)
m
avec A=1—2 (a? cos? a + b? sin® a)
B:% (a? sin? a + b? cos? a)
m
=—(a®+b?
C=f @+t

M a2—bYysi
12(a b?) sin « cos a.

‘yz

50 ma® mab o
3 4 ,
mab mb
=] — -—_— 0
@)= 5
m
0 0 F@+fsn

6 [(S/A)=; (b2 +a? sin? f).

3 —La figure 20 représente un bras manipulateur
destiné a déplacer, sur une chaine de moulage, des
carters en alliage 1éger de boite de vitesses.

Il est constitué du bras principal @ de longueur
[=1700 mm, en liaison pivot d’axe (O, 7) avec la
tourelle d’orientation( 2 ), elle-méme enliaison pivotd'axe
(0, ¥,)avecle socle

1ié a la tourelle @

. Soit R,(0, %,, ¥, 7 ) le repére
et Ry(0, %3, ¥, 7) le repére lié au
bras @ Un dispositif de préhension @ est articulé a
I'autre extrémité du bras par une liaison pivot d’axe
(M, ). Ce dispositif comporte un tube dont une
extrémité est boulonnée sur I'arbre de la liaison pivot.
Une pince & commande hydraulique est fixée a I'autre
extrémité du tube. Soit Rs(M, s, s, z‘), le repére lié
au dispositif de préhension . Nous assimilerons
I’ensemble {tube-pince-carter} 2 une masse ponctuelle
m =45 kg située au point G, tel que

MG = x%; + y¥s + z7.

Le but de I'étude est de déterminer la projection sur
I'axe (M, 7) du moment dynamique du dispositif de
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préhension afin de calculer, par la suite, les actions
mécaniques exercées en L par la bicllette @. de méme
longueur que le bras, et qui assure la verticalité¢ du
dispositif quelque soit la position angulaire du bras.

QUESTIONS

1° Déterminer le vecteur accélération r(G/Z) du centre
d’inertie G par rapport au socle @, lorsque ’accélération
angulaire du bras @ est B"=2 rad/s’ et sa vitesse de
rotation B’ =2,5 rad/s.

2° Déterminer la proj sur 7 du dy

Notons 1 le moment d'inertie de (F) par rapporta I,
(0. %)

La roue (S) a une liaison pivot d'axe (O, X,) avec
fusée (F).

(S) est assimilée a un solide de révolution d"
(0, %,), de masse M et de centre d'inertic G. ¢
R;(G, %, 72, 7,) un repére li¢ a (S). On pose 0G =
et 8=(Z 7,)-

On désigne par A, B, B les moments princip:
d’inertie de (S) au point G.

Le point P schématisant le balourd, est un pc
matériel de masse m _lié a (S). La position de P d
(S) est définie par OP =dx, + ry,.

QUESTIONS

au point M, du dispositif de préhension dans son
mouvement par rapport au socle @, lorsque la position
du bras est telle que 8 =30°. On donne :

x=—60 mm, y=—620 mm, z =30 mm.

REPONSES

1° T(G/2)=1B"3; - IB"*%;
1(G/2)=3,45;—10,625%; (en m/s?).

2° 7 +8u(5/2)=m[x(IB" cos B —IB™ sin B)

- +y(IB" sin B +18"% cos B)]
7 -5m(5/2)=—6,617 N-m.

*4 — Calculs de cinétique préliminaires a I'étude d'une
roue présentant un balourd.

Zo)

Le repére Ro(O, %, Vo, 7o) est lié au chassis (So).
L’axe (O, Z,) est dirigé suivant la verticale ascendante.
La fusée (F) a une liaison pivot d'axe (O, 7;) avec
(So). Soit R;(O, %, ¥, Zo) un repére li¢ & (F), I'axe
(0, %,) étant dirigé suivant I'axe de-la fusée. On pose :
¥ =(%, %1)-

1° Déterminer en projection sur Z, le moment cinéti
au point O de la fusée (F) dans son mouvement
rapport a Ry : 7o+ Go(F/Rg).

2° Déterminer le moment cinétique au point O de
roue (S) dans son mouvement par rapport a |
To(S/Ro).

3° Déterminer le moment cinétique au point O
balourd P dans son mouvement par rapport a |
Go(P/Rg).

4° Déterminer I’énergie cinétique de ’ensemble const
par (F), (S) et P dans leur mouvement par rappo:
R, : T(F, S, P/Ry).

REPONSES
1° 7o+ Go(F/Ro) =14,
2° Go(S/Rg)=A8'%, + (B + MI?) ¢'Z,.
3° Fo(P/Ro)=m[d*y'7o— rd 6'F,
+r(rg'—dy’ sin 8) X, + 2y’ cos 8

4° 2T(F, S, P/Ry)

=[1+B+MZ+m(d*+r? cos? 8)]¢2 +(A+mr?)

—2mrd ¢'9’ si

*5 — Calcul du moment cinétique et de I’énel
cinétique d’un rouleau conique (S), d’un roulem
dont les deux bagues (S,) et (S,) tournent par rapy
au bati (Sy) (non représenté) (figure 22).
Soit R(O, %, 7. 7 ) un repére lié au bati (S,). La ba
intérieure (S,) et la bague extérieure (S,) ont une liai
pivot d’axe (0, X ) avec (Sp). On pose :

S /R)=w ¥

8(S,/R) = w,%.
Le rouleau conique (S), de centre d’inertie G et
masse m, roule sans glisser sur (S,;) et (S;). !
R,(0, X, ¥, Z;) le repére tel que :

0G=ry, (r>0).

Posons 6=(5, 7).
(S) est de révolution matérielle autour de I’axe (G, .
Définissons le repére R,(G, %y, ¥, 7;) et pos
a=(X, X;) (a est constant) et

Q(S/R,) = wi,.
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(R, et R, sont deux repéres liés 2 la cage du roulement.)
: La matrice d’inertie de (S) est la suivante :

A0 0
[IG(S)]=[O B 0]
(%2, =, —).

- 0 0 B
; Considérons le cercle de section droite du rouleau
. conique (S) situé dans le plan (G, ¥,, 7).
- Notons I et J les points de contact de ce cercle avec
~ (Sy) et (S,), et a son rayon.
.- Pour simplifier les calculs on posera :

n=r—acosa

r,=r+a cos a.

QUESTIONS

- 1° Déterminer le torseur cinématique au point G, de (S)
= dans son mouvement par rapport a R : { U(S/R)}, en
; fonction de w,, w,, ry, r; et a.

L

Ya Y1
[+
X2
J\G
Oz (s“)
a
(o] x
y
41 Yo 141
G P i
X2
[*4
z 9 o X
© z,
2z, O x
##
Fig. 22

2° Déterminer le moment cinétique au point G, de (S)
dans son mouvement par rapport 2 R :

GG(SIR).
3° Déterminer I'énergie cinétique de (S) dans son
mouvement par rapport a R : T(S/R).

REPONSES
a
i© {US/R)}= {*<S/R)
6\ VG/R)
avec
6(S/R)=wlr‘ +wyry e, o) 5

rt+r a(ry+ry)

- +
V(G/R)zw 7.

2° G6(S/R)=A(w + 6’ cos a)¥,—BE' sin af,.

3° 2T(S/R)=(mr*+B sin® a) 8%+ A(w + 6’ cos a)?.
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Un plateau tournant 3 commande p tique, Le couli (20) guidé en translation sur le bati (1),
juipé de trois montages identiques, permet un solidaire de la tige du vérin (21), déplace par sa rainure,
ansfert rotatif de la piéce & usiner vers les postes de un doigt (32) encastré dans le bras (30). Ce bras, libre
avail suivants (figure 23) : en rotation autour de I’arbre (33) du plateau, entraine,
} . . par I'intermédiaire du cliquet (35), une roue a rochet
— chargement et déchargement de la picce (31), solidaire de I’arbre. La rotation de 120°, néces-

pergage 24,8 saire lors du transfert de la piéce est obtenue par deux
- taraudage M6. rotations successives de 60° du plateau tournant.

Caractéristiques géométriques et d'inertie des solides de (3)
FORME MASSE Joz Nbre
Montage d’usinage Parallélépipéde 3,8 kg 3
70x70 mm,
hauteur 100 mm
Plateau Disque & 400 mm 17,7 kg 1
épaisseur 18 mm
Arbre Cylindre & 50 mm 1,5 kg 1
hauteur 100 mm
Mécanisme Quelconque 14 kg 1570 kg/mm? 1
« rochet-cliquet »
l|< @260 |, e
1
\ 470 \
i 1
0 Montages !
1 pd i 1
S S Ge | '_m_ L _1GbY_ 1 8
U Plateau \ 1
] ' |
I
; Mécanisme l
i Rochet-Cliquet
3 1
i to
; L _ -\ - +___ ~ - gl B
| =]
1 =
Arbre l
— |
!
50
‘ @400
T
Fig. 24




Dynamique
|
i Le repére R,(O, %, ¥, ;) est lié au biti (1). Dans 2° Déterminer le moment cinétique au point A de
[ notre étude, toutes les piéces ayant le méme mouve- dans son mouvement par rapport 2 R : G,(S,/R).
ment (cinématiquement liées) sont repérées par des 3° Déterminer le moment dynamique au point A de

numéros de la méme dizaine :
(1) : sous-ensemble des piéces liées au bati : (10, 11,

dans son mouvement par rapport a R : EA(SZIR).
4° Déterminer I’énergie cinétique de (S;) dans

12, ...) t t 4 R : T(S,/R).
(2) : sous-ensemble des piéces liées au coulisseau : mouvement par rapport a S:/R)
(20, 21, ...)

(3): sous-ensemble des piéces en mouvement de *8 — La transmission de puissance de I'arbre mot
rotation autour de I'axe (O fl): (30, 31, 32 (S4) aux arbres (S;) et (S,) des roues motrices d
’ o T véhicule, est faite par I'intermédiaire d’'un différer

Le but de I'étude est de déterminer le moment d'inertie | Schématisé figure 26.

par rapport a I'axe (O, ;) du sous-ensemble (3). On pose :

La figure 24 définit les caractéristiques géométriques AUS/R)=w, X

et d’inertie des solides de (3). ﬁ(SZ/R)= w, X,
QUESTIONS R(O, % ¥ 7) est un repére lié au carter (S,)

. N s S N différentiel.
1° Déterminer le moment d’inertie par rapport a I’axe Les arbres (S,) et (S,), supposés identiques, ont

(G’ ;l) d’un montage d’usinage. liaison pivot d'axe (O, X ) avec (Sy). Soit I leur mor
2° En déduire le moment d’inertie par rapport a I’axe d’inertie par rapport a I'axe (O, X ).

(0, ;) d’un montage d’usinage.

3° Déterminer le moment d’inertie par rapport a I’axe
(0, #;) du sous-ensemble (3).

]
7 — On considére le probléeme plan suivant : Soit 1 l
R(O, %, ¥, ) un repére lié au bati (So) d’un systéme
bielle-manivelle d’un  compresseur  pneumatique ¥4 /@
(figure 25).
La manivelle (S)) a une liaison pivot d’axe (O, f) avec ———’ I-— 5
(So)- Soit R, (0, %y, ¥, ) un repére lié a (S;). On G S,
pose : a=(%, %,).
Le coulisseau (S;) a une liaison pivot glissant d’axe
(0, %) avec (So). 4.1
La .bielle (S,) est assimilée a une tige rectiligne 0o i
homogéne d’extrémités A et B, de longueur 2/, de
dimensions transversales négligeables, de masse m et l \
de centre d’inertie G. L]
(S,) a une liaison rotule de centre A avec (S)), telle @/
que OA=aX, (a>0).
(S,) a également une liaison rotule de ct(entre 1)3 avec
(S;). Le point B est situé sur I'axe (O, ¥). Soit
Ry (A, %, $2, 7 ) un repére lié a (S,) (on ne tient pas ) 4
compte d’une rotation éventuelle de la tige sur
elie-méme) tel que AB=2AG =2I%,.

On pose B=(%, %,) (attention : B est négatif sur la Fig. 26
figure).
QUESTIONS Le porte satellite (S3) a une laison pivot d'axe (O,

avec (Sy). Notons I; son moment d’inertie par rapj
3 l'axe (0, ¥ ).

1° Quelle relation y-a-t-il en « et 8?




Cinétique

(S;/R) = wsi.

Soit R (0 X, ¥1, z,) un repére lié & (S;). Le satellite
S) a une liaison pivot d’axe (O, ¥,) avec (S3). (S) de
volution matérielle autour de (O, ¥,), a pour masse
m et centre d’inertie G. On pose :

0G=dy, (d>0).
1a matrice d’inertie de (S) au point G est la suivante :

A 0 0
[IG(S)]=[0 B o]
00 Ad_5.)

AUS/R))=wF).

=11° Quelle relation y a-t-il entre les vitesses angulaires :
a) @, w3 et @;
D) wsz, w3 et @?
*2° Déterminer en projecti

sur ¥, les cinéti-

|- ques au point O, dans leur mouvement par rapport a R :

" a) de (S : F +Fo(Su/R);
b) de (Sy) : X +T(S2/R);
¢) de (S5) : ¥ - Fo(Ss/R).
3° Déterminer le moment cméﬂque au point O de (S)
" dans son mouvement par rapport 2 R : &(S/R).
4° Déterminer ’énergie cinétique de Pensemble matériel
(E) constitué par (S;), (S;), (S;) et (S) dans leur
mouvement par rappert a R.
5° En déduire Pénergie cinétique de (E) dams son
mouvement par rapport a R, en fonction de w3, dans
les deux cas suivants :
a) @1= Wy
b) w,=0.

*9 — Un régulateur a boules, symétrique par rapport
4 son axe de rotation est représenté figure 27.

Soit R(O, %, 7, Z) un repére lié au bati (Sp).
L’axe (S,) a une liaison pivot d’axe (0, )?) avec (Sy).

Soit R,(O, X, ¥, ;) un repére lié a (S;). On pose

a =Y, Y1)

Le bras (S,) a une liaison pivot d’axe (A, 7;) avec (S,)
telle que O. —ay. (a>0).

Soit R, (A, X, ¥2, 1) un repére 1ié 4 (S), I'axe (A, xz)
étant dirigé suivant 'axe du bras. On pose : 8 =(X, X,).
A Pextrémité du bras (S,) est fixée une sphére (S),
pleine et homogéne, de masse m, de rayon r et de
centre d’inertie G.

On pose : AG=I%, (I>0).

Le bras (S;) a une liaison pivot d'axe (B z,) avec (S,)
telle que AB=bX, (b>0), et une autre liaison pivot
d’axe (C, Z,) avec le coulisseau (S,), telle que le point
C soit symétrique du point A par rapport i I’axe
(B, 5)-

(S.4) a une liaison pivot glissant d’axe (O, ¥ ) avec (S;),
et pour axe de symétrie matérielle (O, X ). Notons G,
son centre d'inertie, M sa masse et I son moment
d'inertie par rapport 4 (O, ¥ ).

QUESTIONS

1° Déterminer le moment cinétique au point G4 de (S,)--
dans son mouvement par rapport a R : &¢(SyJ/R).

st
2° Déterminer le moment cinétique au point G de (55", |
dans son mouvement par rapport a R : a¢(S/R).

3° Déterminer la projection sur Z, du moment dynami-
que au point A de (S) dans son mouvement par rapport
a R: %+5,(S/R).

4° Déterminer I’énergie cinéti de I’ bl é
par (So, (S) et (S) (symetrlque de (S)) dans leur
mouvement par rapport a R : T(S,, S, S'/R).




10 — La figure 29 représente le vilebrequin d’un moteur
Flat-Twin équipant un deux roues.

Soit R(O, ¥, ¥, £ ) un repére lié a cette piéce, tel que
I'axe (O, X ) soit confondu avec I'axe de rotation, et
I'axe (O, ¥ ) soit situé dans le plan contenant les axes
des manetons. Le but de I’exercice est de déterminer
les moments et les produits d’inertie du .vilebrequin par
rapport aux axes du repére R.

On suppose que le vilebrequin est exclusivement
constitué de cylindres de révolution, homogénes, de
masse volumique p =7,8 kg/dm>. On néglige les usina-
ges particuliers tels que le filetage, la rainure de
clavette, le dégagement des portées et la gorge de
segment d’arrét.

Pour généraliser le calcul, nous adopterons le paramé-
trage de la figure 28. -

YA
[¥4U
X() L
o) G(I) R{)
S <> S + c——
z (1) x(l)
A(U] ~_s()
o —
D - —
V4
Fig. 28

Soient pour le cylindre S(I) :

o L(I) la longueur,

o R(I) le rayon,

o (O(D), X (1), ¥(I), Z(I)) un repére lié au cylindre,
placé comme I’indique la figure,

o X(I) I'abscisse de 1'origine O(I),

o Y(I) 'ordonnée de I'origine O(I),

o G(I) le centre d’inertie du cylindre S(I).

QUESTIONS

1° Déterminer les moments d’inertie du cylindre S(I) par
rapport aux axes du repére (G, ¥ (), ¥ @), Z (N)).
2° En appliquant le théoréme de Huyghens, déterminer
les moments et les produits d’inertie du cylindre S(I) par
rapport aux axes du repére R.

3° Déterminer, en utilisant de préférence un logiciel de
calcul, les valeurs numériques des moments et des
produits d’inertie du vilebrequin par rapport aux axes
du repére R.
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principe fondamental
— de la dynamique

excellente précision les
« classiques ».

Le principe fondamental de la dynamique est la clef de voite
de la mécanique classique. Aprés des siécles d’études et de
réflexion ce principe fut énoncé pour la premiére fois par
NEWTON vers la fin du xvii© siécle.

Ce principe établit une relation entre le mouvement d'un
ensemble matériel et les actions mécaniques qui lui sont
appliquées. Il permet d’expliquer et de prévoir avec une

phénoménes mécaniques

Il existe au moins un repére R,, appelé repére
galiléen, et au moins une chronologie, appelée
chronologie galiléenne, tels que pour tout sous-
" ensemble matériel (¢) d’un ensemble matériel (E),
. le torseur dynamique de (¢) dans son mouvement
i par rapport a R, soit égal au torseur des actions
mécaniques extérieures a (e).

(E)

Fig. 1

Notons (&) I'extérieur de (e).

Le principe fondamental de la dynamique formule
I'existence d’au moins un repére R, et d’au moins
urie chronologie (une fagon de mesurer le. temps)
tels que I'on puisse écrire :

| {D(e/R)}={B(e — ¢)} V(e)C(E). l

1.2. REPERE GALILEEN

Pour la plupart des mécanismes étudiés en labora-
toire, un repére lié & la Terre constitue une trés
bonne approximation d’un repére galiléen.
Exceptions : mouvements que [’on peut sujyre
pendant un temps assez long (pendule de Foucault)
et mouvements trés rapides (gyroscope tournant a
grande vitesse).

1.3. CHRONOLOGIE GALILEENNE

Une chronologie galiléenne est obtenue par les
horloges classiques (oscillation d’un quartz, mouve-
ment de certdins astres, ...).

Un sablier ne constitue pas une horloge galiléenne
car la masse de sable écoulée n’est pas proportion-
nelle au temps mesuré par les horloges classiques.

REMARQUE
En mécanique classique les deux repéres d’espace
et de temps sont supposés indépendants, ce qui
n’est pas le cas en mécanique relativiste.

1.4. THEOREMES GENERAUX DE
LA DYNAMIQUE

En exprimant que les deux torseurs intervenant dans
le principe fondamental ont méme résultante géné-
rale et méme moment résultant en tout point, on
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Dynamique

obtient deux théorémes appelés théorémes généraux
de la dynamique.

Soient m la masse et G le centre d'inertie du
sous-ensemble matériel (e) de I'ensemble matériel
(E) en mouvement par rapport au repére galiléen
R,. Posons, en un point A quelconque :

T (G/R, )}
DeR}= {7 1E
{De/R) A{ Fale/R,)

we— - {300 ”}

MA(8 — ¢)

Théoréme de la résultante dynamique

Pour tout sous-ensemble matériel (¢) de Den-
semble matériel (E) en mouvement par rapport au
repére galiléen R_, la résultante dynamique de (¢)
dans son mouvement par rapport & R_ est égale
2 la résultante générale du torseur associé aux
actions mécaniques extérieures a (e).

rmf(GIRg)= R(é— e).

REMARQUE
Une force d’un newton est la force qui provoque
une accélération de 1 m/s? au centre d’inertie
d’un ensemble matériel ayant une masse de
1 kilogramme.

Soit

Théoréme du moment dynamique

Pour tout sous-ensemble matériel (¢) de I’en-
semble matériel (E) en mouvement par rapport au
repére galiléen R, le moment dynamique de (e)
dans son mouvement par rapport a R, est égal au
moment résultant du torseur associé aux actions
mécaniques extérieures a (e)

Soit r Sa(elR)=M,(¢ — ¢) VA J

1.5. EQUATIONS DE MOUVEMENT

Soit un ensemble matériel (E) dont la position par
rapport au repére galiléen R, dépend de n paramé-
tres q;(t) (i=14a n).
La projection sur un axe d’une équation vectorielle
traduisant I'un des théorémes généraux appliqué a
un sous-ensemble matériel (e¢) de (E), donne une
équation scalaire, qui est une équation différentielle
du second ordre, non linéaire en général.
Dans cette équation scalaire peuvent figurer :

— des paramétres g;({),

— des dérivées premiéres et secondes des para-

métres par rapport a la date f : qi(t) et gi(¢),

— la date ¢,

— des données du probléme (données géo-
métriques, d’inertie, composantes connues
d’actions mécaniques, ...),

_ des composantes inconnues d’actions
mécaniques.
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Définition
Une équation de mouvement est une éq
différentielle du second ordre traduisai

théorémes généraux, dans laquelle ne
% aucune composante inconnue d’action méca

REMARQUE
Une équation de mouvement peut étre obte
éliminant, entre plusieurs équations, des c.
santes inconnues d’actions mécaniques.

L’ensemble des équations de mouvement qu
peut écrire pour un ensemble matériel (E) coi
un systéme d’équations différentielles, dont
souvent difficile de trouver la ou les solutio
fonction de conditions initiales données.

Les conditions initiales du mouvement de (.
rapport & R, & la date £, sont consitutées
donnée des n paramétres q;(2,) et de le
dérivées premiéres qi(fo)- .

Intégrale premiére du mouvement

Une intégrale premiére du mouvement e
équation différentielle du premier ordre
forme : f(q.(¢), g'(t), t)=constante, obten
intégration d’une équation de mouvement.

Dans la pratique il est trés utile de met
évidence, avant tout calcul, des intégrales pre
du mouvement (voir la deuxiéme applicat:
paragraphe 4).

2. THEOREME DES ACTIONS
MUTUELLES

Ce théoréme a été démontré dans le cas par
de la statique. Démontrons-le en dynamique
Soit (E) un ensemble matériel en mouvem
rapport au repére galiléen R,.

Soit une partition de (E) en deux sous-ens
matériels (e,) et (e,) (figure 2).

(t

(e2)

Ry

Appliquons le principe fondamental de la dyn

a(e):
{fD(e,/Rg)}={Z‘)’(Z, - e,)}
(&), Vextérieur de (e,) est constitué par I'e:
de (E) et (e,). Alors :
{D(e,/R)}={B(E — e)}
+{B(e, — ¢€,)
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Principe fondamental de la dynamique

ppliquons le principe fondamental de la dynamique
(e2):
{D(e:/R)}={B (&, — &)}

), I'extérieur de (e,) est constitué par I’extérieur
de (E) et (e,). Alors :

De:/RN={C(E — &)}
+{Ble, — &)}. ()
“Ajoutons membre & membre les relations (1) et (2) :

{Deer/R, N +{D(e:/R )}

={B(E — el)}+{2?(E — &)}

+H{Ble, — e} +{Bley — e)}. )
La somme des deux torseurs dynamiques de (e,) et
{e,) dans leur mouvement par rapport a R, est égale
au torseur dynamique de (E) dans son mouvement
-‘par rapport 3 R,. En effet, comme (¢,)N(e,)=, on
‘-a, par exemple, entre les résultantes dynamiques la
“relation :

j T(P/R,)dm = J' F(P/R,)dm
Pe(eUCe2) Pe(er)

+ f F(P/R,)dm.

Pe(er)
+La somme des deux torseurs {G(E — ¢,)} et
Aq B’(E — ¢,)} représente I'action mécanique de
“'extérieur de (E) sur (e,) et (e,), c’est-a-dire sur
AE).
-Par conséquent la relation (3) s’écrit :
ADE/RN}={G(E — E)}+{B(e; — ¢,)}

. +{Ble, — &)} (4
‘or l'application du principe fondamental de la
“dynamique a (E) dans son mouvement par rapport
‘4 R, permet d’écrire que :

, {DE/R)}={B(E — E)).

Par suite Ia relation (4) devient :

u?')’(e, — e)}=—{Be, — ez)}.w

Théoréme

PR

L’action mécanique du sous matériel (e,)
sur le sous ensemble matériel (¢,) est opposée 2
Paction mécanique de (e,) sur (e,).

L’écriture du principe fondamental de la dynamique
se rameéne & celle du principe fondamental de la

statique, lorsque le torseur dynamique du sous
ensemble matériel (¢) de I’ensemble matériel (E)
dans son mouvement par rapport au repére galiléen
R, est nul.

Ce torseur est nul, en particulier, dans les trois cas
suivants :

Premier cas :

(e) est en équilibre par rapport a R,. Le principe
fondamental de la statique énoncé au chapitre 2 de
statique n’est qu'un cas particulier du principe
fondamental de la dynamique.

Deuxiéme cas : .

(e) est de masse nulle.

Cette hypothese lorsqu’elle est acceptable simplifie
beaucoup I’étude.

EXEMPLE 1

L’objectif du chapitre 3 de statique (hyperstatisme
et mobilité des mécanismes) n’étant ni une étude de
mouvement, ni un calcul d’action’ mécanique de
contact, nous avons supposé, pour simplifier 1'étude,
que toutes les piéces étaient de masse nulle.

EXEMPLE 2

Deux piéces (S) et (S,) ont une liaison pivot glissant
d’axe (O, ¥ ).

Al
[ [ ] -
e [ ] s
Vv .
¢ Fig.é

Un ressort linéaire (r) de traction compression d’axe”
(0, %), supposé de masse nulle, est, intercalé entre
(8)) et (S;). (r) a pour raideur K et pour longueur
a vide l,.
Supposons 1'action mécanique du ressort sur (S;)
représentée par le torseur :
(B0 — S0} { K(l’ lo)x}
o 0
(I : longueur sous charge du ressort).
Le principe fond tal de la dyr
au ressort (r) de masse nulle, s’écrit :
{8(f — n}={0}
soit {B(S; — N} +{B(S, — nN}={0}.
Par suite, compte tenu du théoréme des actions
mutuelles, I’action mécanique du ressort sur (S,) est
représentée par le torseur :

{8 — sy)}= {K(l "’)X}
o 0

* Troisiéme cas :

Supposons que (e) soit un solide (S) de masse m,
ayant une liaison pivot d’axe (O, Z,) avec un bati
(So), auquel est lié le repére galiléen

appliqué

R, (0, %, Jo Z,)-
Sont( R(O %, ¥, Z,) un repére lié 4 (S). On pose
6=
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Supposons également. que :

e (S) soit animé d’un mouvement de rotation
uniforme par rapport a R, (6'=constante),

o le centre d’inertie G de (S) soit sur 'axe (O, Z,)
et que cet axe soit principal d’inertie pour (S)
(conditions d’équilibrage dynamique, voir para-
graphe 6).

La matrice d’inertie de (S) au point O, dans la base
(%, ¥, Z.), est donc de la forme :

A -F 0
[l4$)]=|-F B 0
Y 0 C (% 5. %)

Montrons dans ces conditions que le torseur
dynamique de (S) dans son mouvement par rapport
a R, est nul.

Ce torseur dynamique s’écrit au point O :

{DS/R,))= "if(G/ Rl

ol 0o(S/R;)

Le point G étant fixe par rapport a R, le vecteur
accélération T(G/Rg) est nul.

Le point O étant fixe par rapport a R,, la relation
entre le moment dynamique go(S/Rg) et le moment
cinétique Go(S/R,) s’écrit :

z d
Bu(S/Re)= [ 37 Fo(S/R,)] )
R,

N
et le moment cinétique se calcule & partir de
I'opérateur d’inertie par la relation :

Fo(S/R,)=Jo(S, B(S/R,)).

Avec ﬁ(g/Rg)= 6'Z,, la matrice colonne associée au
vecteur Go(S/R,) est obtenue par la multiplication
matricielle suivante :

A -F 010
[G4S/R)]=| -F B 0{]o
0 0 C 9’ (% 5. %)
d’oit F(S/R,)=CH'Z,.
6’ étant constant, le moment cinétique oo(S/R,) est
constant dans la base de R,.

Par suite (relation 5) : go(S/Rg)=ﬁ.
Le torseur dynamique de (S) dans son mouvement
par rapport a R, est donc nul.
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4. APPLICATIONS

Poursuivons deux applications (cylindre sur un
incliné et toupie) commencées dans le cours
cinétique du chapitre précédent.

4 1. APPLICATION 1

Un cylindre de révolution (S) roule sans glisser sur
plan incliné (I1), son axe restant constamment orthog
4 la ligne de plus grande pente du plan.

Soit R(O, %, §, 7 ) un repére galiléen lié au plan (1), I’
(0, ¥ ) étant dirigé suivant la ligne de plus grande pei
Soit § = — g¥, 'accélération de la pesanteur, X, étant dii
suivant la verticale ascendante.

On pose : a=(%, %) (OSa<§)A

(S) est homogéne, de masse m, de rayon a, de cer
d’inertie G, et a pour axe de révolution (G, 7).

(S) est en contact avec le plan (IT) suivant I'axe (I, 7)
que [G=aX. Soit f le coefficient de frottement entre
deux solides en contact.

L’action mécanique de contact de (IT) sur (S) est défi
par le torseur : =

{Bal — $)}= {;]

avec R de la forme : R=X¥ +YJ. Soit R, (G, %, 5, 7)
repére lié a (S). On pose : §=(%, X,).

QUESTION 1

Déterminer P’équation de mouvement de (S) par rappor
().

REPONSE

Pour choisir I'équation scalaire traduisant les théorér
généraux, qui soit équation de mouvement, examinons
torseurs des deux actions mécaniques s’exercant sur (
— Action mécanique de la pesanteur (connue)

{Bg — $)}= {ﬂfgx"}.
G 0
~— Action mécanique du plan (I1) (inconnue)
{0l — $)}= {l}} (R=XZ +Y7).
0
i

Pour obtenir directement une équation scalaire ne fais
pas intervenir d’inconnue de liaison (X ou Y) il f
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appliquer a (S), dans son mouvement par rapport i R, le
- théoréme du moment dynamique au point I, en projection
sur Z. - —_
Soit 7 +8(S/R)=7 -M((§ — S)
- le moment résultant par rapport a I'axe (I, 7 ) des actions
*. mécaniques extérieures a (S) est égal a :
: 7-Mi(S — §)=7-(1G A — mgio),
" soit avec IG =ak

7 +My(S — S)=mega sin «
;;le moment dynamique §I(S /R) a été calculé au paragraphe
..13.1 du chapitre 2.

- 3
81(S/R) =5 ma®¢"z.

.- Par conséquent I'équation de mouvement de (S) par
. rapport & (IT) s’écrit :

3 2gn B
Ema 8" =mga sin o

9" =

Wil
8 oy

sin a

» équation différentielle du second ordre, trés simple, de la
forme 6”=constante.

QUESTION 2

~Soit y Pabscisse du centre d’inertie G de (S) sur I’axe (O, 7 ).
"‘On suppose que y =0 lorsque 6 =0.

Exprimer 1’équation de mouvement de (S) par rapport i
"(II) en fonction de y".

REPONSE

(S) roule sans glisser sur (IT). Alors : y=a# et y'=aé".
Par suite I'équation de mouvement s’écrit :

" 2 .
y'=3gsina. 6)

QUESTION 3

Sachant qu’a la date t=0, y(0)=0 et y'(0)=0, déterminer,
4 tout instant, le paramétre y(¢) défimissant la position du
centre d’inertie G de (S) dans R.

REPONSE

Intégrons la relation (6) :

2
une premiére fois : y’:g gt sin a +C

1 .
une seconde fois : y o gt?sin @ +Ct+D

Avec les conditions initiales données, les deux constantes
C et D sont nulles.
Par suite :

QUESTION 4

Déterminer Ia valeur minimale de I’angle « pour que (S)
roule sans glisser sur (IT). .

REPONSE

(S) roule sans glisser sur (IT) si a chaque instant :
[Y]=flx]. _
Les composantes X et Y de la résultante générale R de
I'action mécanique de (II) sur (S) seront obtenues en
appliquant le théoréme de la résultante dynamique a (S),
dans son mouvement par rapport 2 R, en projection sur
X ety.
Ce théoréme s’écrit :

ml (G/R)=R(S — §)
soit

ml(G/R)= — mgiy+ K
sachant que

Uy 2

F(G/R)=y"5 =2

R=X% +Y5.
Cette égalité vectorielle devient en projection

g sin ay

(")

— sur X : 0=—-mg cos a+X
5. 2 . .

— sury : 5mgsma=mgsma+Y

d’oll X=mg cos a

1
Y = —= mg sin
R R

la condition de roulement sans glissement étant :
[Y|=£x]

soit 5 mg sin a <fmg cos a I'angle « doit étre tel que :

*4 2. APPLICATION 2

Considérons une toupie (S) de masse m, de centre d’inertie
G et d’axe de symétrie matérielle (O, Z;), dont la pointe
O reste immobile sur un plan (IT).

Fig. 6

Soit R(O, %, 7, 7 ) un repére galiléen 1ié au plan (I1), I'axe
(O, 7) étant dirigé suivant la verticale ascendante. On note
g =—gZ I'accélération de la pesanteur.

La liaison entre (IT) et (S) est une liaison ponctuelle avec
frottement de normale (O, 7). On pose :

R
{s@ — s)}= 0{6}»
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Soit R, (0, ¥,, 51, 7;) un repére lié a (S). On pose 0G =17,

(1>0).

La matrice d’inertie de (S) au point O est de la forme :
00

[1(S)]=| 0 A ©
0 0 Cl 3
La position de la base de R, par rapport a la base de R
est définie par les trois angles d'Euler ¢, 6, ¢ (Premiére
base intermédiaire : (&, ¥, 7 ), deuxiéme base inter-
médiaire : (&, W, 7;)).

Fig. 7
QUESTION 1

Déterminer les équations de mouvement de (S) par rapport

a (I).
REPONSE

La position de (S) par rapport a (IT) étant définie par trois
paramétres indépendants ¢, 6, ¢, les équations de
mouvement sont au nombre de 3.

Pour choisir des équations scalaires traduisant les théore-
mes généraux, qui soient équations de mouvement,
examinons les torseurs des deux actions mécaniques
s’exergant sur (S).

— Action mécanique de la pesanteur (connue)

—mg?
{5 — s)}= { -
G
— Action mécanique du plan (IT) (inconnue)

R
{ea1 — 9)}= 0{6}'

Pour obtenir trois équations scalaires ne faisant pas
intervenir d’inconnue de laison (composante de R), il faut
appliquer 3 (S), dans son mouvement par rapport a R, le
théoréme du moment dynamique au point O, en projection
sur trois vecteurs unitaires indépendants.

Pour choisir ces trois vecteurs unitaires, calculons au
préalable le moment résultant au point O des actions
mécaniques extérieures & (S).

Mo(§ — S)=0GA—mg?
soit avec OG =11,
Mo(S — S)=mgl sin 9ii
la projection de ce moment est donc nulle sur des vecteurs

unitaires perpendiculaires 3 #. Sachant quil y a au
maximum deux vecteurs unitaires indépendants perpendi-
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dulaires a4 &, écrivons I'équation vectorielle déduitc
théoréme du moment dynamique en projection

sur 7, car 7 est fixe dans la base de R,

sur 7, car 7; est I'axe de révolution matérielle de

sur i , car Mo(S — S) a pour direction &.
Dol les trois équations de mouvement :

7-8,(S/R)=0

Z.l'gU(S/R)‘—‘O

a ~§0(S/R)=mgl sin 6.
Compte tenu des résultats acquis au paragraphe 13.
chapitre 2, les trois équations de mouvement s'écriv

d e
E;[ALV sin2 9+ C(g'+ ' cos 6)cos §]=0

d
C E[—(w’ﬁp’ cos 8)=0
A6"+ ' sin 8] C(e'+ ¢’ cos 8)— Ay’ cos 6]
=mgl s
La deuxiéme équation donne I'intégrale premiére
mouvement :

@'+ ¢' cos 6 =constante = ry. \

La premiére équation donne ['intégrale
mouvement :

premiére

Ay’ sin? 6+ Crq cos 8 = constante. l

La troisiéme équation s’écrit :

A6"+ ¢’ sin @[Cro— Ay’ cos 6} =mgl sin 6.

QUESTION 2

A quelles conditions existe-t-il des mouvements tels
' =constante = i§?
REPONSE
Si ¢ est constant 1'équation (8) impose que
6 = constante = 6.

L’équation (7) indique alors que ¢'=constante = ¢@g.
L'équation (9) établit une relation entre g, 6y et o,
Si on suppose sin 6,# 0 cette équation s’écrit :

@[ Cro— Ay cos Go1= mgl.J

Dans ce mouvement dit stationnaire, I'axe de la
décrit d’un mouvement uniforme, un céne d'axe (¢
de demi-angle au sommet 6.

QUESTION 3

Considérons des mouvements ot
' = constante = s,
0 = constante = 8,
' = constante = @g,.

En admettant que la rotation propre ¢ est trés g
devant i) et @,, déterminer @} en fonction de .
supposera A et C du méme ordre de grandeur.)
Application numérique :

m=30g

g=10 m/s*

I=3cm

C=1,5-10"° kg-m?

o= rad/s.
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REPONSE

Si @¢ est trés grand devant ¢ et 8,, I’équation (7) indique
que ¢o=ro. Par suite, dans I'équation (10) le terme
Ay cos 8, est négligeable devant Cro=Cg{. Cette équation
s’écrit donc :

#oCoo=mgl

d’ou

1l est parfois plus simple d’étudier le mouvement
d’un sous-ensemble matériel (¢) d’un ensemble
matériel (E) par rapport 2 un repére R qui ne soit
pas galiléen. C’est pourquoi nous allons examiner

Iinfluence d’'un changément de repére sur
Iexpression du principe fondamental de 1la
dynamique.

Soient R, un repére galiléen et R un repére ayant
un mouvement quelconque, mais connu, par rapport
aR,.
Le ;rincipe fondamental de la dynamique appliqué
4 (e) dans son mouvement par rapport & R, s"écrit :
{D(e/R)}={B(¢ — e)}. an
Le torseur dynamique a pour éléments de réduction
en un point A quelconque :

f T(P/R,)dm

{fD(e/Rg )}= Pee
f APAT(P/R,)dm
A PEe
Pour faire apparaitre le repére R dans ces éléments
de réduction, utilisons la relation de composition
des vecteurs accélération, au point P, entre les
repéres R et R, (relation (13) du paragraphe 6 du
chapitre 4 de cinématique) :
I(P/R,)=T(P/R)+T(PER/R,) _

+20(R/R,)AV(P/R).
Considérons les trois torseurs suivants :
— Le torseur dynamique de (¢) dans son mouve-
ment par rapport a R :

f T(P/R)dm
{f_l)(e/R)} _ ] Jree
f APAT(P/R)dm

A

— Le torseur des effets d’inertie d’entrainement sur
(e) dans son mouvement par rapport 3 R et R, :

& f T(PER/R,)dm
{De, R/RY}= | =
—f APAT(PER/R,)dm

A PEe

— Le torseur des effets d’inertie de Coriolis sur
(e) dans son mouvement par rapport & R et R, :

{Dic(e, R/R,)H}
- f 20(R/R,)AV(P/R)dm

[ &PAL®R/R)AVR/R) am

Par suite, entre ces trois torseurs et le torseur
dynamique de (e) dans son mouvement par rapport
a R, existe la relation :
{D(e/R)}={D(e/Ry)} +{Dicle, R/R,)}

+{D..(e, R/R,)}.
Compte tenu de la relation (11) le principe fonda-
mental de la dynamique s’écrit dans le repére R :

{DeR}={B(¢ — )} +{D.e, RIR,)}

+{D.(e, RIR}. [(12)

Par conséquent, le principe fondamental de la
dynamique s’applique relativement 3 tout repére, a
condition d’ajouter au torseur des actions mécaniques
extérieures, le torseur des effets d’inertie
d’entrainement et le torseur des effets d’inertie de
Coriolis.

REMARQUE

Si le repére R est en translation rectiligne
uniforme par rapport au repére galiléen R, : _.

T(PER/R,)=D e TB(R/R,)=D.
Par suite les deux torseurs des effets d’inéttie
d’entrainement et de Coriolis sont nuls, et le
principe fondamental de la dynamique s’écrit
alors dans le repére R :

{D(e/R)}={B(e — ¢)}

ce qui conduit a la conclusion que tout repére R
en translation rectiligne uniforme par rapport a
un repére galiléen, est aussi galiléen.

Application : Accélération de la
pesanteur

Etudions I’équilibre d’un pendule simple & la surface de
considérons le

la terre. Pour cela, repére galiléen

s Fig. 8
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R, (O, % ¥ 7,) ayant pour origine le centre d'inertie de
la terre et dont les axes ont des directions fixes par rapport
A certaines étoiles. L'axe (O, 7, ) est orienté du pdle sud
vers le pdle nord.

Soit R(O, %, ¥, ;) un repére lié a la terre. On pose
0=(%, ¥ ). ' =constante =w, avec @ =1 1r/24 h.

Soit A un point de la surface de la terre situé dans le plan
(0, Zg, % ). On pose : OA=r (r: rayon de la terre) et
a=(i, ¥ ) (a représente la latitude du point A).

En ce point A on considére un pendule simple immobile
par rapport a la terre.

z
i i
IN__
rw? cos a¥X {8
G, A

KM .

L
7 |

. o
Fig. 9 x \

Ce pendule simple est constitué par une sphére (S) de
masse m, de centre d’inertie G, suspendue a un fil.
Sur (S) s’exercent deux actions mécaniques :

— P’action mécanique du fil, représentée par le torseur :

{B¢f — S)}= G{:}

T ayant méme direction que le fil.
— L’action mécanique de la terre, représentée par le

torseur : .
{'l';’(terre — S)}= {f}
c\0

avec T (force d’attraction newtonienne) définie par :

avec : | K : constante de gravitation universelle
(K=6,67-10""" dans le systtme MKSA)
m : masse de (S)
M : masse de la Terre
r : rayon de la Terre.
La résultante générale des actions mécaniques extérieures
a (S) est donc égale a :
R(S — §)=T+F.
Appliquons le théoréme de la résultante dynamique a (S)
dans son mouvement par rapport a R (repére non galiléen).
(S) étant fixe dans R, 'équation vectorielle correspondant
3 ce théoréme s’écrit, d’aprés la relation (12) :
0=R(S — S)-mI(GER/R,)
le point G décrivant d’un mouvement uniforme (0 = wt),
dans R,, un cercle d’axe (0, ,) de rayon rcos «, le
vecteut accélération IT(GER/R,) a pour expression :
T(GER/R,)= —re® cos ai.
Par suite : R(S —> S)+mrw? cos aX =0 sachant que
mM -

L

RS — 5)=T+F o F--K

r’Z
On en déduit que :
3)

= mM - Y
T=K— [ —mre*cos a« %
r
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soit P le poids de (S). Lorsqu'on considére le repére
galiléen, le pendule est en équilibre sous I"action méc.
que du fil et de la pesanteur, et I'on a :

P+T=0.
De plus, le vecteur accélération de la pesanteur est
que :

P=mg.

Par conséquent, compte tenu de la relation (13), le vec

£ a pour expression :

- Mo, -
g=-K= i +ro cosax
72

Par conséquent, dans la définition du vecteur accéléra
de la pesanteur interviennent les effets d’ine
d'entrainement dus i la rotation de la terre. C’est pour:
ce vecteur n'est pas exactement dirigé vers le centre
la terre (sauf aux pbles et a I'équateur).

Sachant que r=6370 km et w =1 tr/j, le terme ro? ¢
est au maximum égal 3 rw?=0,0336 m/s>, & I'équat
2, la norme du vecteur accélération de la pesanteur, é
de I'ordre de 9.8 m/s?, ce terme reste inférieur a 0,35
de la valeur de g.

REMARQUE

Le torseur d’action mécanique de la pesan
inclut les effets d’inertie d’entrainement dus
rotation de la terre. Par conséquent, un re
lié¢ a la terre pourra étre considéré cot
galiléen, si le torseur des effets d’inertie
Coriolis dus a la rotation de la terre,
négligeable par rapport au torseur d’ac
mécanique de la pesanteur.

Ce torseur doit étre pris en considération |
expliquer par exemple :

__ la déviation vers l'ouest des fusées ou
projectiles lancés du sol,

__ la déviation des courants aériens dans ch.
hémisphere,

— la dérive d’instruments de bord sur les avi
— la rotation du plan d’oscillation du pendu
Foucault (0,7 tour par jour, dans le sens
aiguilles d’une montre, pour une latitude nor
45°).

*@. EQUILIBRAGE DYNAMIQUI

Un des problémes essentiels en fabrication
I'équilibrage des solides tournant autour d’un
Cela, afin d’éviter la naissance de vibra
mécaniques pouvant engendrer une détérior.
rapide des paliers (phénoméne de fatigue), ou
simplement créer une géne a [Iutilisation
matériel, dont le bruit.

6.1. SCHEMATISATION ADOPTE

Soit un bati (S,) auquel est lié le repére gal
Ro(O, %o, Yo, Zo). Un solide (S) de masse n
centre d’inertie G, a une liaison pivot sans fi
ment d'axe (O, Z,) avec (S,).
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| Vo

Fig. 10

Soit R(O, %, ¥, Z,) un repére lié¢ 4 (S) choisi, pour
simplifier les calculs, de telle fagon que le plan
(0, %, X ) contienne le point G.
On pose

(%0, X)=6 et OG=a% +cZ,.
Le solide (S) étant quelconque, la matrice d’inertie
de (S) au point O, dans la base de R, est de la
forme :

A -F -E
[L,(S)]=l~F B —D]
“E D Clzszy

L’action mécanique (inconnue) exercée par (S,) sur
(S) est représentée, au point O, par le torseur :
R

{BS, — 8)}= O{:}

-0
R =X +Yy +2Z%,
M,=L% +Mj )
Sur (S) s’exerce également I’action mécanique,

supposée connue, d’un ensemble matériel (E),
représentée au point O, par le torseur :

R
{6E — 9)}= {_,'}
o MlO
=X X +Y,¥ +Z,%,
posons : _ﬁ,‘ 'f '{ ‘Zf
Mjo=L;X +M,J +N,Z,.
Lorsque (S) est la roue d’un véhicule (avec son

axe), (E) est constitué, par exemple, par la route,
la pesanteur, I’arbre de transmission...

posons ! {

6.2. ACTION MECANIQUE DE (S.)
SUR (S)

Le torseur d’acti:on mécanique de (S,) sur (S)

s’obtient en appliquant le principe fondamental de

la dynamique 2 (S) dans son mouvement par rapport
aR,

{DE/RA={T(E — s)).

Sachant que (S) est constitué par (S,) et (E), cette
égalité s’écrit :

{DS/RI}={B(Se — SH+{BE — 5)}.
Exprimons ces torseurs au point O :

(ol Aw) dmo)
ol 8S/R) | ol Mof ol M,of)

Dol les deux équations vectorielles :
mI'(G/R,)=R+K, (14)
80(S/Ro)=Mo+M,o. (15)

Afin d’expliciter ces deux équations, calculons au

préalable le vecteur_accélération T(G/R,) et le
moment dynamique 34(S/R,).

Fomry=[5Vemy)

or V(G/Ry)=ab'5
alors
T(G/Ro)=ab"y —ad? %
Le point O étant fixe dans R,, le moment dynamique

84(S/R,) se calcule 3 partir du moment cinétique
Go(S/R,) par la relation :

58 /R0 =[ a)(sm.,)]%.

Le moment cinétique 7o(S/R,) s’exprime en fonc-

tion de I'opérateur d’inertie par la relation :
Fo(S/Ro)=J,(S, 1(S/Ry))

ce qui correspond & la multiplication matricielle

suivante, sachant que Q(S/R)=6'7, : ot

A -F —-Eq¢0
[EU(S/R0>]=lvF B —D][o]
~E -D CILOs 5.2,

d’on

(16)

Fo(S/Ro)=—E#'X ~DO9'y +C0’Jz’0. an
Pour calculer le moment dynamique 50(S/Ro), a
partir de la relation (16), utilisons la base de
dérivation du repére R.

BAS/Ro) =[5 FuS/R)] +T®R/RIAFAS/R)

d’oli, avec I'expression de 7,(S/R,) de la relation
an,
54(S/Ro)=—E@"% ~D0"5 +Co" 7,

+8'Z,A(—E0'%X —DO'5 +Co'%,)
soit
84(S/Ry)=(~E#"+D@?) % —(D6"+E§?)§

+C0o" Z,.

En rassemblant les résultats, les équations vectoriel-
les (14) et (15), déduites du principe fondamental
de la dynamique, s’écrivent en projection sur la
base de R :
(14) en projection sur :

X —-mag?=X+X,
¥ mad’=Y+Y,
Z: 0=Z+7Z,
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(15) en projection sur : Soit m; la masse du solide (S;) (i=1 et 2) placé a
i ~E¢"+D6%=L+L, :)oint M; dg coordonnées cartésiennes x;, y;, z; dar
> " y e repére R.

Y -D¢"—E6”=M+M, Notol;s G’ le centre d’inertie de (S'), D’ et E’ le
8 Co"=N,. produits d’inertie de (S') par rapport aux axes d
Equations 2 partir desquelles on peut exprimer repére R. .

facilement X, Y, Z, L, M. (S") est dynamiquement équilibré si G’ est sur 1'ay

(0, 7,) et si D'=0 et E'=0.
Traduisons ces conditions :

6.3. CONDITIONS D’EQUILlBRAGE La position du centre d’inertic G’ est donnée par

DYNAMIQUE relation (statique, chapitre 1, paragraphe 2.1) :
oG mOG + m,0OM, + m,0M,
| Pour éviter les vibrations il faut rendre I’action B m+m,+m,

mécanique dans la liaison entre (S) et (So) aussi g G gt sur I'axe (O, Z,) cette équation vectoriel
! constante que possible. En particulier, indépendante it e projection ;mf’ .
du mouvement de (S) par rapport a (S,), c’est-a-dire . '

de 6' et 6". X ma +mx;+myx,=0 (1
D’aprés les équations précédentes les conditions Y my, +may, =0 (1
d’équilibrage dynamique sont donc : Les deux produits d’inertie D’ et E' ont pour valeu
a=0: le centre d’inertic G est sur I'axe de D'=D+m,y,z, + my¥,2>
rotation (0O, Z,) (condition d’équilibrage '=E+mx,z, + MaX22,
statique). si D’ et E' sont nuls on obtient les deux relatio
D=0 et,E=0 S i . . supplémentaires suivantes :
I’axe de rotation (0, zo) est principal
d’inertie pour (S). D+myyz,+mzy,2,=0 (2
E+mx,z,+ myx,2,=0. 2
REMARQUES
— Dans un équilibrage statique (a=0), seule la REMARQUE
résultante générale de I’action mécanique de (S,) Si D est différent de zéro (cas génér
sur (S) est indépendante du mo t de (S) ’équilibrage dynamique ne peut se faire avec u
par rapport a (So). seule masse. En effet, si par exemple m,=
— D’une fagon imagée nous pouvons résumer les Uéquation (19) indique que y, =0, et I’équati
conditions  d’équilibrage  par les  figures (20) montre alors que D doit étre nul, ce qui .
suivantes (figure 11) : en contradiction avec I’hypothése de départ.

. On dispose de quatre équations ((18) a (21)) pc
6-4- RE,ALISAT|ON PRATIQUE DE déterminer les huit inconnues x,—,(y,-, z; et m,-)(i=

L’EQUILIBRAGE DYNAMIQUE et 2). Le probléme admet une infinité de solutio:
11 faut donc se fixer quatre conditions. Examinc
ces conditions dans le cas de I’équilibrage dy)
mique d’une roue de véhicule. Dans ce ty
d’équilibrage les masses sont fixées sur le bord
la jante, de chaque c6té de la roue.

On remplace (S) par un solide (S') constitué de (S)
et de deux solides (S,) et (S,), assimilables a des
points matériels, tel que (S') soit dynamiquement
équilibré.

B -

» Z

(a) (b) (c)
Figure 11b : solide équilibré statiquement mais
non dynamiquement.
Figure 11a : solide non équilibré. Figure 11 ¢ : solide équilibré dynamiquemer
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M, v
ra e
r Hy 92
1 o' 0 \
x
N2 H,
N¢
z, Fig. 12

Notons H; la projection orthogonale du point M; sur
I'axe (0O, Z,), et posons :

{ 0 =(f, HiMi)
r.=|HM,|.
Remplagons les coordonnées cartésiennes x;, y;, z;

du point M; par les coordonnées cylindriques r;, 0:, Z;.

Les quatre conditions imposées sont les valeurs des
parameétres z,, z,, 1y, I, (généralement ry=ry)etles
quatre inconnues sont m,, m,, 6,, 6,. Inconnues que
Pon détermine avec les quatre équations
précédentes.
En éliminant m,x, entre les équations (18) et (21)
on obtient la relation :

mx,(z,—2;)=E — maz,. (22)
En éliminant m,y, entre les équations (19) et (20)
on obtient la relation :

m,y(2,—2,)=D.

REMARQUE
Lorsque D n’est pas nul, la relation (23) montre
que z, doit étre différent de z,. En effet, dans ce

(23)

cas m, est différent de zéro, et y: n’est
généralement pas nul. Ce qui veut dire que les
deux masses doivent étre situées dans deux plans
de section droite de la roue, distincts.

En remplagant x, par r, cos 6, dans la relation (22)
et y, par r;sin §, dans la relation (23), on a &
résoudre le systéme en m, et ¢, suivant :
m,r, cos 0,(z;—2,)=E —maz,
mry sin 0(z,—2z,)=D.
En éliminant les membres de gauche de ces deux
équations on obtient la relation :
(E —maz,) sin 6, =D cos 6,
si D#0:
E —maz,
D

d’olt §,, modulo 7. La valeur exacte de 8, est fixée
avec I'une des deux équations.

Connaissant 6, on trouve immédiatement m,. Puis

les deux équations (18) et (19) permettent le calcul
de m, et 6,.

cotg 6, =

REMARQUES
— Au lieu d’ajouter des masses aux points M,
et M, on peut enlever les mémes masses aux
points N, et N, symétriques des points M, et M,
par rapport & l’axe de rotation (O, 7,). Cette
méthode est couramment utilisée dans Iindustrie
pour équilibrer des rotors de moteur, des turbines;”
des vilebrequins, etc.
— Dans cette étude nous avons calculé les masses
a mettre sur la jante de la roue connaissant D
et E, or dans la réalité ces deux produits d’inertie
sont inconnus. D’oa utilisation d’équilibreuses
qui déterminent les caractéristiques de la réson-
nance engendrée par le mouvement de la roue,
montée sur un palier approprié.
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PROBLEME RESOLU

Le but du probléme est de comparer les
accélérations maximales qui peuvent étre obte-
nues sur les trois types de véhicules suivants :
— traction avant (TA),
— propulsion arriere (PA),
— quatre roues motrices (4RM).
L'étude est modélisée par le probleme plan
suivant :
Soit R(O, %, 7, 7 ) un repére galiléen lié a la route
axe(0, ¥ ). Ondésigne par & = —g ¥ l'accélération
de la pesanteur.
Le schéma de la figure 13 définit certaines
dimensions nécessaires a I'étude.
Le véhicule (S) de centre d’inertie G et de masse
M est animé par rapport & R d’un mouvement
de translation rectiligne, d’accélération £%3
(y>0).
Les liaisons entre les roues et le chassis du
véhicule sont supposées sans frottement.
Les actions mécaniques de la route sur les roues
sont définies par les torseurs suivants :

{ & (route — S)}= Tx -gN.y}
1, '

{B (route — S,)}= {sz gNzy}.
I

Soit f le coefficient de frottement entre les roues
et la route.

- .. T
Considérons les deux coefficients : ,u,=ﬁl et
T ‘

K2 N,

On néglige dans cette étude I'action de I'air sur
le véhicule et la masse des roues.

On donne: g=10m/s*; L,=1m; L,=13m;
h=0,5m; M=1200 kg.

QUESTION 1
En supposant qu’il y a équiadhérence des roues
pour le véhicule & quatre roues motrices, c’est-a-
dire p,=p, 2

Y

a) déterminer pour chaque type de véhicule les
expressions de p, et u, en fonction de v;

b) tracer les graphes correspondants;

¢) interpréter les résultats.

REPONSE
a) Véhicule a traction avant :
Appliquons le principe fondamental de la dyna-
mique au véhicule (S) (dont les roues font
partie), dans son mouvement par rapport au
repére R :
~ {p/R}={B(S — S)} (24)
(S), l'extérieur de (S), est constitué par la
pesanteur et la route, au niveau des roues S)
et (S,).
La relation (24) s’écrit donc :
{p/R}={B(E — )}
+{ B (route — S,)}
+{T(route — S,)}. (25)
Exprimons ces différents torseurs :
. [MI(G/R Myx
{D(S/R)}= { e/ ’}= { ' }
c\ 8a(S/R) al 0
le moment dynamique §G(S/R) est nul, car
- d
5o(S/R)=[5; Fe(S/R]
t R

avec Gg(S/R)=0, le véhicule ayant un mouve-
ment de translation et la masse des roues étant
négligée.

{B(g — S)}= G{—I\iolg)” }

{8 (route — Sp)}= {T,x gN‘F}
u

{B (route —> S,)}=

(8)

L)

0,

(S2)

(81)
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T, est nul. Pour le vérifier il suffit d’appliquer
le principe fondamental de la dynamique a la
roue (S,).

Par suite, I’égalité (25) devient :

{My)?} {—ng}+ TE NG|, [NaF
Gt 0 o\ 0 I 0 Wl 0

d’ol la premiére équation vectorielle (théoreme
de la résultante dynamique) :

My% =—-Mgy + T, +N,7 +N,¥
soit en projection
— sur X : My=T, (26)
—sury : 0=-Mg+N,+N,
et la deuxiéme équation vectorielle (théoréme du
moment dynamique au point I,) :
LGAMy% =LGA(-Mgy )

+LI A (T, % +N,§7)

ce qui donne en projection sur Z, avec les
dimensions inscrites sur le dessin :

-Myh=-M,L,+N,L. 27
2 . . T ., .
Par conséquent, I’expression u, X s’écrit, avec

1
la valeur de T, donnée par la relation (26), et la
valeur de N, obtenue 2 partir de la relation (27) :

yL

’Ll:ng_'Yh-

T, étant nulle : n,=0.

Par un raisonnement analogue :
— pour un véhicule & propulsion arriére :

yL

=0 t gL Aty
K € gli+vh

M2 =

— pour un véhicule a quatre roues motrices :

I-“H-AZ
S
' g

b) Les graphes correspondants sont tracés
figure 14 (sauf les courbes en pointillés).

Les pentes a ’origine sont :

I {(TA)=—L—:0,176
gL,

L
s(PAYy=——=0,23
w3 (PA) oL,
1
y'(4RM)=§=0,1.

Remarquons que p,(TA)=pu,(PA)=0,6 pour
y=3 m/s>.

" w1 (TAY [ /12 (PA)
i « (4RM)
{équiadhérence)
4RM
0,6 13 (/ ),
/
] - 2 (4RM)
0.5 // Z
| /7
/4
7
0,3
4 ///
p .
W /244 Fig. 14
7 y (m/s?)
0 — s s s

¢) Meilleure motricité du véhicule & quatre roues
motrices dans tous les cas.

Si £<0,6 : meilleure motricité TA/PA.

Si £>0,6 : meilleure motricité PA/TA.

QUESTION 2

L’hypothése d’équiadhérence des roues n’est pas
conforme 2 la réalité pour le véhicule de série 2
quatre roues motrices. Pour ce type de véhicule

la pui tr ise par le mot aux roues
avant et arriére est sensiblement identique o
(T, =T)).

En considérant cette nouvelle hypothese :

a) déterminer pour le véhicule 2 quatre roues
motrices les expressions de g, et g, en fonction
de v;

b) tracer les graphes correspondants;

¢) interpréter les résultats.

REPONSE

a) En appliquant le principe fondamental de la
dynamique au véhicule (S) dans son mouvement
par rapport au repére R, on aboutit de la méme
facon que précédemment, au systéme de trois
équations suivantes :

My=T;+T,
0= —Mg+N,+N, (28)
—Myh = —MgL,+N,L. (29)

Sachant que T,=T,, on en déduit que :

__ L
gL~ )

yL

et =
#2720 (gL, + )

b) Les graphes correspondants sont tracés
figure 14 : courbes en pointillés.
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Remarquons que :

Mcarm) = M2carmy = 0,3 pour y=3 m/s.
¢) Accélération limitée par u, si f<0,3.
Accélération limitée par u, si f>0,3.

QUESTION 3

Pour les véhicules a quatre roues motrices utilisés
dans les rallyes on cherche le plus possible a
obtenir une équiadhérence des roues en répartis-
sant convenablement la puissance du moteur entre
les roues avant et arriére.

Dans I’hypothése d’équiadhérence des roues :

a) déterminer en fonction de vy, le rapport de
T
puissance ’I_‘l qu’il devrait y avoir entre les roues
2
avant et arriére;

b) tracer le graphe correspondant.

REPONSE

a) Les valeurs des composantes normales N, et
N,, obtenues & partir des relations (28) et (29)
de la question 2, sont les suivantes :

M
N, =E (gL,—vh)

M
N2=E (gL, +vh)

s’il y a équiadhérence des roues : ;= @, comm

T T .
e =§I_| et ,,,2=N—22, on en déduit que :
T, sl ot
T, gL,+vh

b) Le graphe de :ll; en fonction de y est trac
2

figure 15.

0,2 -

Fig. 15
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EXERCICES AVEC REPONSES

1 — Pour déterminer le moment d’inertie I du rotor (S)
d’un gyroscope, autour de son axe de révolution
matérielle, on réalise la manipulation suivante, basée
sur la mesure de la période d’oscillation d’un pendule
de torsion.

Fig. 16

Soit Ro(O, %o, Yo, Zo) un repére galiléen lié 2 un bati
(So), I'axe (O, 7,) étant dirigé suivant la verticale
ascendante.
Un fil de torsion (F) de longueur I, de section droite
circulaire de diamétre d, disposé suivant 'axe (O, 7,),
est fixé a 'une de ses extrémités au bati (S,).
Le rotor (S) est lié a (F) de telle facon que son axe
de révolution matérielle coincide avec I'axe de (F).
Soit R(O, %, 7 7) un repére lié a2 (S). On pose
Bz(,\’o, %), angle 9 est nul lorsque le systéme est au
repos.
Le moment de torsion exercé par (F) sur (S) est
My=MZ,, avec M= — K@ et K=Cte (raideur du fil en
torsion).

QUESTIONS

1° Déterminer P’équation de mouvement de (S) par
rapport & R,.

2° Déterminer 6(¢),
0(0)=0, et 8'(0)=0.
3° Déterminer la période T du mouvement.

sachant qu’a la date ¢=0:

4° Un disque (D) homogéne, de masse m, de rayon r,
est fixé A Pextrémité de (S) de telle facon que son axe
coincide avec celui de (S). Déterminer alors la période
T; du mouvement.

5° En déduire ’expression de I en fonction de T, T,, m
et r.

Application numérigue : T=233s; T,;=296s;
m=600g; r=5cm.

6° 6, ne doit pas étre trop grand, pour que le fil reste
dans le d ine élastiq Afin de itre Gpmaxis
déterminer :

a) Le module de Coulomb du fil. On rap-

GL

pelle (cours de premiére) que: K=T, avec

’ wd*
G=module de Coulomb du fil; =5 et
I =longueur du fil.

Application numérique : 1=90 cm et d =1 mm.

b) En déduire la valeur de )., sachant que la
contrainte tangentielle maximale dans la section droite
du fil est: 7,,=100 MPa,

M-d
On rappelle que 74,54 =——.

21,

REPONSES
1° 6"+ w?@ =0, avec wz=%.

2° L’équation différentielle du second ordre précédente
a pour équation caractéristique : r?+w?=0, dont les
deux solutions imaginaires conjuguées sont : r;=iw et
ry=—iw. .
Dans ce cas, la solution générale est de la forme :
@ =A cos wt +B sin wt. ’
Avec les conditions initiales proposées : A =6, et B=0. =

Alors : =6, cos wt.

2
1=
[0}
mr?
1+
2
4° T,=2m
K
mr?
2
5 I=—g—

T
(7) -
T
Application numérique : 1=1,22-1073 kg-m?.

6° a) G=81400 MPa.
b) 8 maxi =2,2 rad.

2 — La figure 17 représente une broche multiplicatrice
adaptable sur fraiseuse, machine a pointer, perceuse
ou aléseuse dont la vitesse de rotation est généralement
insuffisante pour donner la vitesse de coupe rationnelle
aux fraises couteaux de petit diamétre.

Soit Ry(O, Xo, Fo, 7o) un repére galiléen lié au corps O]
de la broche. Les arbres @ et @ ont une liaison pivot
sans frottement d’axe (O, J,) avec le corps (0).
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Yo

Yo © o,

Zy z

o= % <

7
Z

SN
R

ST

Fig. 1

SoitR(O, %, J, £ ) un repére lié a 'arbre moteur (1). On | I'action mécanique de I'arbre (2) sur la sphére (3), :

pose : 8=(Zy, 7 ), avec ' =constante =w, (w,>0). niveau du point A, parle torseur :
L’arbre @ entraine en rotation trois sphéres telles que {2‘7’(@ A @]}= Nart +TaZ
(3), homogenes, de masse m, de rayon a, disposées A A 0

o
120° les unes des autres. i : vecteur unitaire dirigé du point A vers

Le centre O, de la sphére@décrit un cercle de centre centre O, de la sphére @ (alors N, =0).
O et de rayon r, tel que OO, =ri. Les autres torseurs d’action mécanique sur (3), at

La sphére @ roule sans glisser aux points B et C sur p?mtf B, C,’ D ?t Lsoutidetnis]d um:, fag:on’ arlla}ogu
A g L’action mécanique de la pesanteur étant négligée, ¢
deux bagues coniques () et @ liées au corps (0), et ) 7 i ey
communique son mouvement 2 I’arbre récepteur (2) en s‘up pose ?ue. ©s composantes normales en ] © se
. A A égales, ainsi que les composantes tangentielles (Ng
roulant sans glisser aux points A et D sur celui-ci. On N et Ty=T)
pose : &((2)/Ry) = ws¥o. Les points A, B, C, D sont les ¢ s . .
quatre sommets d’un rectangle, comme indigué sur la Le but de I’ €étude est de savoir §0mmfent ljegler la pagl
figure. Notons : (%, DB)=(AC, % )=a. (&) pourqu elle engendre uneaction mécanique suffisan
entre les sphéres, I’arbre @ et les bagues coniques @
(D) est en contact avec (3) au point I tef que O,1=aZ (5), de fagon & transmettre la puissance motrice, sai
Soit f le coefficient de frottement aux points A, B, C, toutefois dépasser les pressions de contact maximal:
D et | entre les différentes piéces en contact. On définit que peuvent supporter les matériaux.
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[ On donne :

we = 157,08 rad/s (1500 tr/min).

- Puissance fourniea1'arbre moleur@ :P =750 W{(voir
cours de terminale).

r=48 mm; a=32,5 mm;

m=1,121 kg.

a=14° f=0,12;

QUESTIONS

1° Déterminer au point O.
mouvement de la sphére

le torseur cinématique du
par rapport au repére Ro.
2° Déterminer le rapport de multiplication de la broche :
©s

,

3° Déterminer le vecteur vitesse de glissement au point
I de la_sphére @ par rapport a I’arbre moteur @ 3
VIe@IO)

4° Déterminer au point O, le torseur dynamique de la
sphére @ dans son mouvement par rapport au repére R,.
5° Ecrire les équations scalaires déduites du principe
fond. 1 dela dy ique appliq ’ilasphére@dans
son mouvement par rapport au repére Ry, en projection
sur ¥, yo, z. (Le théoréme du moment dynamique sera
écrit au point O,.)

6° Déterminer la composante normale Ny de la résultante
générale du torseur d’action mécanique de @ sur @
7° Déterminer les composantes tangentielles T, et Ty des
résultantes générales des torseurs d’action mécanigque de
@ sur @ et @ sur @ respectivement.

8° Déterminer la valeur minimale de Ng pour qu’il y ait
roulement sans glissement aux points A, B, C, D entre
les solides en contact.

9° La puissance perdue par frottement au contact de la
spheére @ et de P’arbre moteur @ est :

P;=Ti& -V(IEQ)I®D)-

Déterminer alors le rendement 7 du mécanisme

_P—3’P!l
("_ P )
REPONSES
r -
Wl Ch
1° {U(®/Ro)}= N
o —w,rZ
P S W P Yy
w, r—acosa w,
3 V(1e@/@D)= —%S—i' e, o
Vae@/O)l =12.87 m/s.

—mro?x

© (D(OR)}- { .

5° On montre que No=Np et To,=Tp. Les autres
équations s’écrivent alors :

2(Ns—Ng)cos a + Ty= —mro?
2(Ta+Tg)—N;=0
2(Tao—Tg)cos a+T;=0.

P
6 Ni=gr—o, N;=30,68 N.
7° To=6,72N, Tc=8,62N.
8° Ny, =740,95 N.
9° =08l

3 — L’aérogénérateur lgrésenté figure 18 est utilisé
pour répondre aux besoins en énergie électrique
d'installations isolées : milieux désertiques, milieux
maritimes. Son rdle est de transformer I'énergie
éolienne en énergie électrique. Celle-ci sera soit utilisée
directement, soit stockée dans des batteries
d’accumulation. L’aérogénérateur est constitué :

— d’une hélice bipale d’axe horizontal,

— d’un dispositif d’orientation (safran et liaison pivot
d’axe vertical),

— d’un générateur électrique.

X1 Fig. 18
Etudions ’aérogénérateur par vent stable.
Soit Ro(0, %o, Jo, Zo) un repére galiléen li¢ au corps (0)
de 'aérogénérateur, tel que I'axe (O, )70) soit confondu
avec I'axe de I’hélice.
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vent
-

sY

liz:s
lissa

-

Fig. 19 -

Le vent.souffle 4 la vitesse V=—V}70 (V : constante
positive).

L’arbre @ de I'hélice a une liaison pivot d’axe (O, ¥,)
avec (0). SoitR, (O, %, o, Z;) un repére lié a (D tel que
I'axe (O, £,) soit paralléle a 1'axe des pales. On pose
0=(%, %) avec 6'=Cte=w (0>0).

Le fonctionnement optimal de I’aérogénérateur est
obtenu avec les conditions suivantes :
V=7m/s et =120 rad/s. Un systéme de régulation
modifiant I'angle de calage B permet de rester au
voisinage de ce point de fonctionnement.
L’aérogénérateur comporte un systéme de régulation
par pale. Pour la pale @, celui-ci est constitué par un
ensemble @ de piéces i t équival :
{@ : pale, @ : barre de régulation, @ 3 support} et
par un ressort @ pris entre I'arbre @ et la tige de
rappel @

Cet ensemble @ 2 une liaison pivot sans frottement
d’axe (I, %,) avec larbre (1), telle que O1=dZ; (d >0).
Soit R, (I, X, %, 7;) un repére lié a (3, tel que I'axe
(1, Z;) soit paralléle & la droite de référence A de la
pale.

On pose : B=(Z;, ), B = constante =20°.

Latige @ a une liaison linéique annulaire sans frottemen
d’axe (3, %) avec o). telle que

‘T=-a?, (a>0). Le point J est sur I'axe (0, %

lorsque B =20°.

@ a pour masse M et la position de son centre d’inertic
G est définie par : TG =A%, + u,. La matrice d’inertic
de @ au point G, dans la base (X, ¥, 7;) est I
suivante :

A -F -E
[la8)]=|-F B —D]
~E -D  Clz. 5.5
L’action mécanique du vent sur la pale @est représentée
par le torseur :

R
{B(vent — ()}= { ‘}
ul o
avec R=~R§,, R>0 (seule la composante de R suivan’
2. entraine la pale en rotation) et
TH=p%, + gy, + 15
L'action mécanique de @ sur @ est représentée par le

force (I, Y¥,). Le but de I'étude est de déterminer Y
L’action mécanique de la pesanteur est négligée.
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On donne :

@ =120 rad/s; B=20°; d =14 mm; A =159 mm;
# =13 mm; M=850 g; A=700-10"% kg-m?;
B=30650-10"% kg-m?; C=30200-10"% kg-m?;
D=180-10"% kg-m? E=—1920-105 kg-m?;
F=—1150-10"% kg-m?; R=100 N; p =400 mm;

4 — Dans la pompe a vide a palettes « FLACO », dont
un dessin partiel est donné figure 20, on se propose au
cours du fonctionnement de savoir :

— si les palettes restent bien appliquées sur 1’alésage
du corps (S,) de la pompe,

— s’il y a risque d’arc-boutement des palettes dans

leur liaison avec le rotor (S;) de K4 pompe.
(L étude est limitée au voisinage de la position ol les
palettes sortent au maximum de (S;)).

q=-8,5mm; r=-6 mm.

QUESTIONS

1° Déterminer le moment cinétique, au point G, de @
dans son mouvement par rapport a Ry : &g(S/Ry).

2° Déterminer la projection sur X, du moment
dynamique, au point I, de @ dans son mouvement par
rapport a Ry : ;- 8,(S/R,).

3° Ecrire en projection sur ¥, le théoréme du moment
dy i au point I éa @ dans son mouvement
par rapport & Ry.

4° En déduire I’action mécanique exercée par la tige @
sur Pensemble @

> appiq

REPONSES

1° 36(S/Rg)=w (—F cos B +E sin B)X,

+w (B cos B+D sin 8) ¥,
—w(D cos B+C sin 8)7,.

2° Commencer le calcul de cette facon :

%,°81(S/Ro)=%,8(S/Ro) + %,+(MI'(G/Ro)AGI).

Par suite :

%1-8(S/Ro)= w?[(B— C+Mp?)sin 8 cos 8

+D(sin’® B —cos? B)+Mpud sin 8.

3° %,-8S/Ro)=%,"M(S — S) avec
"M (S — S)=Yd+Rr.

4° Y=151 N.

e

oy

2a

Fig. 21
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Soit Ro(O, Xo, o, 7o) un repére galiléen lié au corps
(So) de la pompe.
L’alésage de rayon r, du corps de la pompe, est d’axe
(1, o), tel que : OI=eX, (¢>0). Le rotor (S;) a une
liaison pivot d’axe (O, Z,) avec (Sy). Son rayon
extérieur est égal a r—e. Soit R(O, %, ¥, Z,) un repére
lié & (S,). On pose (%, ¥ )=6, avec 8'=Cte=w (0>
0); 6=wt.
Considérons la palette (S) disposée suivant I’axe
(0, X ). (S) est assimilée a un rectangle de longueur /,
de largeur 2a, d'épaisseur négligeable. Soient m la
masse et G le centre d'inertie de (S). On pose 0G =x*.
La différence de pression entre les deux faces de la
palette est Ap.
La palette (S) a une liaison glissiére avec jeu et
frottement (coefficient de frottement f) avec (S,), si
bien qu’on peut remplacer cette liaison par deux
liaisons ponctuelles avec frottement aux points B et C,
de normales ¥ et —y respectivement. La liaison entre
(S) et (Sy) est ponctuelle avec frottement (coefficient
de frottement f également) au point A, de normale —X,
si I'on considére que [wt| est petit.
Les torseurs d’action mécanique aux points A, B et C
sont de la forme :

{508, —> )= {N"f“}

A 0

B Xp¥ + Yy
{5 — sip= {7 7
B 0
c XcX +Ycy
{55, — S)}= { AR }
. 1]
L’action mécanique de la pesanteur est négligée. On
donne :
m=0,1 kg; a =17 mm; =80 mm; r=60 mm;
e=8mm; Ap=0,1bar; =107 rad/s (300 tr/min);
f=0,1.

«

QUESTIONS

1° Montrer qu’en premiére approximation :
x=r—a+e cos wt.

( Faire les approximations nécessaires sachant gque
e

—= 0,133.)

r

2° Déterminer au point G les torseurs des effets d’inertie
d’entrainement et de Coriolis du mouvement de (S) par
rapport 4 R et R,.

3° Ecrire les trois équations scalaires déduites du
principe fond: | de la dy iq ppliqué a (S)
dans son mouvement par rapport au repére R.

4° Pour wt petit négatif, déterminer la valeur minimale
de @ pour que D’extrémité A de (S) soit en contact avec
I’alésage de (Sy). (Faire les approximations nécessaires.)

5° Pour et petit positif, déterminer la valeur maximale
que peut avoir f pour qu’il n’y ait pas arc-b

REPONSES

1° Soit H le pied de la perpendiculaire abaissée ¢
sur OA.

A Fig.

On peut écrire que OA=0H +HA d'ou
x+a=ecos wt+Vri—elsin® wt
e? sin? wt étant négligeable devant r?, on trouve :
x=r—a+e cos wt.

mxw>%
2° {D,.(S, R/Rp)}= o
G 0

2mw?e sin wt
{D.(S. R/Ry)} = { e e’sm “r
AR }

3° En supposant sin wf =0 et cos wf =1, on obtie
N+ Xg+Xe=—mow*(r-a+2,)
T+Yg+Yc=2elAp
aT+(a—-2.)Yg—aYc=(a—e)elAp.

2faelAp

40 pi>— "
m(a—elr—a+2,)

(w>24,71 rad/s
=236 tr/m

50 f2<% (f<06).

« § — Effet gyroscopique

On peut mettre en évidence simplement I'cffet gyro¢
pique en réalisant l'une des petites expérier
suivantes :

— Un parapluie ouvert repose sur I’index en un p:
A de son manche horizontal, voisin de son cei
d’inertie G (figure 23).

P

G

A
A

_—

ok

I — .
~_

Fig.

Si on lache le parapluie, dans cette position, sans
donner aucun mouvement initial, celui-ci tor
vertical nt. Par contre, si on lache le parapluie af

de (S) dans (Sy).

lui avoir donné un mouvement de rotation rapide aut
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Principe fondamental de la dynamique

de son axe, celui-ci, au lieu de tomber verticalement
se met A tourner autour du point A dans un plan
horizontal. Le sens de rotation dépendant du sens de
rotation initiale donnée.

— Une expérience semblable peut étre réalisée avec
une toupie (voir paragraphe 4.2).

C’est griace & un mouvement de rotation rapide autour
de son axe que le moment du poids de la toupie, par
rapport a sa pointe, peut étre équilibré par un moment,
dit moment du couple gyroscopique. Dans ce mouve-
ment I'axe de la toupie décrit un cone.

— Une autre expérience simple consiste i balancer 2
bout de bras une perceuse portative dont I'axe du
moteur est situé dans le plan d’oscillation du bras,
perpendiculairement au bras. Lorsque le moteur tourne,
le bras est sollicité en torsion par le moment du couple
gyroscopique, dans un sens ou dans l'autre suivant le
sens du mouvement du bras.

Le but du probléme qui suit est de mesurer le moment
du couple gyroscopique, créé par un gyroscope de
laboratoire (figure 24).

Soit Ro(O, %y, ¥, 7o) un repére galiléen lié au bati (S)
du gyroscope, I'axe (O, Z,) étant dirigé suivant la
verticale ascendante. Soit § = — g7, I'accélération de la
pesanteur.

Zo=Zz }

(M)

Le cadre (S;) a une liaison pivot d’axe (0, %) avec
(So)- Soit R(O, %, ¥, 7,) un repére lié 4 ce cadre. On
pose : ¢ =(%,, ¥ ). Un moteur (M) lié a (S,) entraine
(S;) en rotation. .
Le cadre (S;) a une liaison pivot sans frottement d’axe
(0, ¥ ) avec (S)).
Soit Ry(O, X, ¥, 7,) un repére lié A (S;). On pose :
6 :(io, 2)-
Le rotor (S) a une liaison pivot d’axe (O, %,) avec
(S,). Un moteur (M,) lié a (S,) entraine (S) 2 vitesse
angulaire constante. On pose
((S/R,)='%, avec ¢'=-constante.
Ce systéme est congu de telle fagon que le centre
d'inertie de I’ensemble constitué par (S,), (M;) et (S)
se trouve sur 'axe (O, ¥ ). Alors 6 =0 lorsque ¢'=0.
La matrice d’inertie, au point O, de I’ensemble
constitué par (S;) et (M,), rotor du moteur exclu, est :
A, —F, 0
[Io(sz, Mz)]= _Fz Bz 0
0, 0 Gz
La matrice d'inertie, au point O, de (S), rotor du
moteur compris, est :
A 0O

[lH]=]o C o
0 0 Cli, - -

P

Zy

Fig. 24
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Un solide (S3) assimilable a un point matériel de masse REPONSES

m est placé au point M, tel que OM = dx, (d >0). Alors o . . _ . .
(S,) s’incline, et I'on régle la vitesse de rotation du 1° En supposant § =0 et ¢'=constante, on obtient
i moteur (M,) de telle fagon que 6 redevienne nul. Alors
[ %=X et =10 Ag'y'=mgd
3 on en déduit que ¢’ est constant.

relation :

1
2° Avec les valeurs proposées : u//':7 tr/s.

}ﬂ QUESTIONS
is 1° Quelle équation scalaire obtient-on en appliquant 2 REMARQUES
I’ensemble matériel (E) constitué par (\Sﬂ, (Mz),,(S} et _ Le terme Ao'W est appelé moment du cou
] (S3), dans son mouvement par rapport a Ry, le théoréme . Crest lui qui s° - ‘
b du moment dynamique au point O, en projection sur y? gyr_oscopzque. i s\ oepose aun omen
—— B, ] poids de (Sy). par rapport a l'axe (0, 7).
éterminer i’ sachant que : N — Lorsqu’on cherche a modifier la direction
m=350g; g=9,81m/s’; d=15cm;> I'axe du rotor du gyroscope, celui-ci se dérobe
' =4500 tr/min; A=1,22-107> kgem?. tournant autour de (0. Zy)-

ANS REPONSES

6 — Etude de la phase de démarrage d’un variateur de C,,X : moment du couple exercé par le moteur
vitesse & plateau, schématisé figure 25. _ I’arbre moteur.
e Q(G/R)=a'k.
Le plateau (P) est lié a I'arbre récepteur qui a
liaison pivot glissant sans frottement d'axe (0,7 )
arbre récepteur le béti (B).
Le plateau (P) est circulaire de rayon R> A, de ce
C situé sur l'axe (O. 7); son plan est perpendicu
azZ
P On pose :
OC=r7 ((G) et (P) sont supposés constammen
contact au point H);
c m: masse de I'ensemble constitué par I'z
H récepteur et le plateau (P);
arbre moteur 2f~. J - moment d'inertie par rapport a I'axe (0,7
re) ﬁ I’ensemble constitué par Parbre récepteur
plateau.
C,7 : moment du couple exercé par le récepteu
A G I’arbre récepteur;
QP/R)=BZ
Soit f le coefficient de frottement entre le galet (1
te plateau (P).
{ L’action mécanique de contact de (G) sur (P
Lt Fig. 25 représentée par le torseur : ]
Soit R(O, %, ¥, Z ) un repére gatiléen lié au bati (B) du {B(G — P)}= { -}-
variateur. On désigne par § = —gZ I'accélération de la nl0
pesanteur. Posons F=XX + Yy +ZZ.
Le galet (G) est lié & I’arbre moteur qui a une liaison
pivot sans frottement d’axe (0, ) avec le bati (B) QUESTIONS
('arbre moteur est immobilisé en translation aprés _— . ) )
réglage). 1° Déterminer le vectet{r vitesse de glissement au
Le galet (G) est assimilé 2 un disque de rayom r H, de (P) par rapport a (G).
d'épaisseur négligeable, de centre A situé sur 'axe 2° Quelle équation scalaire obtient-on, en appliqus:
(0, %), dont le plan est perpendiculaire 2 %. point A, en projection sur i, le théoréme du m
On pose : dynamique a Pensemble {galet, arbre moteur } dai
OA =A%, A : constante positive donnée; mouvement par rapport a R?
I: moment d'inertie par rapport a I'axe (O, ¥ } de | 3° Quelle équation scalaire obtient-on, en appliqu:
I’ensemble constitué par 1’arbre moteur et le galet point C, en projection sur Z, le théoréme du m

(G);




Principe fondamental de la dynamique-. .. ’

dy ique a I’ ble {p! arbre ré } dans
son mouvement par rapport a R?
4° Déterminer Z.
M=w>0
5° Sachant qu’a la date =0 {ai( )=
B'0)=0.

a) Déterminer X et Y pendant la phase de glissement
entre le plateau (P) et le galet (G).

b) Déterminer la durée T de la phase de glissement entre
(P) et (G), si 'on considére que pendant cette phase C.
et C, sont constants.

AA.
8 arbre porte 5 roue a rochet

Application numérique :

1=0,0003 kg-m?; J=0,015kg'm?*; C, =0,2N'm;
C,=0,1 N-m; f=0,2; m=3 kg; g=9,81 m/s*; r =3 cm;
A =10 cm; @ = 31,42 rad/s (300 tr/min).

7 — La figure 26 représente le dispositif de commande
d’une tourelle de machine outil.

Soit Ro(O, %o, Yo, Zo) un repére galiléen lié au béti @
La tourelle, non représentée sur la figure, est lie &

4 palier d'indexage

7 tige du vérin

Jourelle Yo
AN AN

7¢

d'indexage

Xo

6 index

B

2 corps du vérin
de rotation

1 tige du vérin de

-+ 4 5
B
|- - — IR G
B
1 l

rotation

0 glissiére-bati

3 biellette




Dynamique

le bati o , est entrainé en rotation par I'intermédiaire du
, la roue

l‘arbre. Cet arbre, en liaison pivot d’axe (O, Z,)avec

dispositif d’indexage constitué par le palier

a crochet , Pindex et le vérin
Le mouvement de rotation du palier autour de l'axe
(0, %,) est obtenu par le déplacement du corps (2) du

vérin, relié au palier par la biellette @
Une liaison glissiére d’axe (G, ¥,) assure le guidage de

par rapportau bati(0 ). G est le centre d’inertie de @
Labiellette adeux liaisons linéiques annulaires d’axes
(A, Zp) et (B, 7o) avec et respectivement.
Les liaisons définies précédemment sont sans frot-
tement.
On suppose que le centre d'inertie de I'ensemble
matériel (S) constitué par 5 @, @ @, e et la
tourelle est situé sur 'axe de rotation (O, Z).
Le moment d’inertie de (S) autour _de (O, Zy) est
1=03 kg-mz. La masse du corps du vérin est
m=4kg. Celle des autres piéces en mouvement est
négligée.
Au cours du mouvement, les joints d’étanchéité tel que

exercent sur la tige une action mécanique
représentée par la force (H, FX,), telle que
|F| =constante =50 N.
On considére ce mécanisme a la date ¢, telle que :
— I'accélération angulaire du palier par rapport au
bati @ soit : 8”=—50 rad/s%;
__ sa configuration, différente de celle de la figure 26,
soit définie par (en millimétres) :
=— 69%,— 1267, —48Z,
665, — 1455 — 48%,
= 100%,— 185, +48%,
GH=—100%,+ 12¥,.

L’action mécanique de la pesanteur est négligée.

QUESTIONS

1° Déterminer 2 la date ¢ ’action mécanique exercée par
la biellette @ sur le palier 5

2° La pression motrice dans le vérin de rotation, cdté
fond est p =10 bars, la contre-pression coté tige est
q =4 bars.

Le rapport des diamétres de la tige @ et du cylindre

2
intérieur du corps est K=—.
ps (2) est K=3
Déterminer le diamétre du piston pour obtenir le
mouvement précédent.
3° Déterminer a la date ¢ le torseur d’action mécanique,
au point G, du bati du vérin.

s18l8

sur le corps

8 — Le dessin de la figure 27 représente une téte
pneumatique destinée 2 recevoir un verre pendant
|'usinage de sa levre. Le pied du verre & la forme
indiquée sur le dessin. Ce pied est plaqué et serré sur
la face F de la téte par 3 pieces @ situées a 120° les

Au cours de I'usinage (chauffage, découpage, polissa
de la l2vre) la téte est entrainée en rotation par rappt
au plateau (0). Le passage d’un poste de travail a

autre est obtenu par la rotation de @ autour d’un a
paralléle  celui de la téte.

Le but de I'étude est de déterminer la variation

I'effort de serrage du pied du verre en fonction de
vitesse de rotation de la téte par rapport au plate:

i |

@/W

“k

verre

Soit Ro(O, %o, Jo. Zo) un repére galiléen li¢ au plas
(@), 'axe (O, %,) étant placé suivant I'axe de rotatiol
la téte. On désigne par § = — gZ, I'accélération d
pesanteur.

Le corps @ de la téte pneumatique a une liaison p
d’axe (0, Z,) avec (0). Soit R(O, %, ¥, Z,) un repér
(D). Onpose : 6 =(%, I ). Laliaison entre la piece
représentée sur le dessin, et le corps @ est glissiére
frottement de direction %. L action mécanique de @

le pied du verre est définie par le torseur :
{B((® — verre)} = {R‘K}

k0
avec Ry =XgX + YgJ +ZgZo-
Soient m, la masse de @ et G, son centre d'inertie
pose : ry= —f-m., (rs>0).
@ est entrainée en translation par un secteur circu
denté @ de masse ms, de centre d’inertie G, a
une liaison pivot sans frottement d’axe (C, § ) avec
On pose : OC= —di (d>0).
SoitRy(C, %, ¥, 7;)unrepére li¢ (). tel que CG;-:

unes des autres

(a>0).
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! Air + ' +
2\ :
4 — =) J
mZ e
1
-

Section du verre 5] :

f 64 SE :2
_ 7 N ®
E Q | %, 33—
[ \ A
Hs| N1l
-”_ ’ i G.;

Fig. 27
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On pose : a=(X, ¥;).

(a et ry sont constants lorsque le pied du verre est
serré.)

L’action mécanique de @ sur @ est représentée par le

torseur : R,
{8 ® — @}= 3
I
X;=% R,
CJY = — r;%, (r3 : constante positive)

On pose

Les trois secteurs circulaires tels que @ sont entrainés
en rotation par une pi¢ce @ ayant une liaison pivot
glissant d'axe (O, Zo) avec (D).

L’action mécanique de @ sur @ est représentée par le

torseur :
{5@® — )= {fi‘}
Onpose: Zy=7-R; L
Cl=r¥

La valeur de Z; est fonction des actions mécaniques
exercées par I'air comprimé et le ressort sur la piéce @

QUESTIONS

1° En supposant la masse du secteur circulaire @
concentrée en son centre d’inertie, écrire au point C, en
projection sur j, le théoréme du moment dynamique
appliqué a @ dans son mouvement par rapport 3 R,.
2° Ecrire en projection sur %, le théoréme de Ia résultante
dynamique appliqué au solide @ dans son mouvement par
rapport a Ry.

3° Sachant que :

my;=160g; m,=100g; g=981m/s’; Z;=230N;
@ =30° ry=30 mm; ¢ =8 mm; d =57 mm; ry=52 mm.
Donner Pexpression numérique de Xk en fonction de 6.
Quelle est la valeur de Xy, pour ¢’=500 tr/min?

Pour quelle valeur de &', Xy est-elle nulle?

*9 _ Sur la piece (P) schématisée figure 29 on veut
réaliser 1’usinage suivant :

— dressage de la face A,

— pergage et alésage du diamétre B.
Pour cela, on utilise un montage de tournage (M) pour
mettre en place la piéce et I'abloquer en position.

Soit Ro(O, o, Jo, Zo) un repére galiléen lié au béti (So)
du tour, I'axe (O, ;) étant placé suivant I'axe de la
broche (S). On désigne par § = — gZ, 'accélération de
la pesanteur.

Soit R(O, %, ¥, 7 ) un repére lié a I’ensemble (E)
constitué par (S), (M) et (P). On pose : 8 =(%, ¥ ). Un
moteur assure : §' = constante = w.

L’ensemble constitué par (S) et (M) est dynamique-
ment équilibré autour de I'axe (O, $o). Par contre, la
pidce (P) n’est pas dynamiquement équilibrée a cause
de la présence d’un bossage d’axe de symétrie
matérielle (I, ¥ ) (I point de I'axe (O, Jo)).

Le but de I'étude est d’équilibrer dynamigquement (E)
autour de I'axe (O, ¥o)-

Soient m la masse de la piece (P) et G son centre
d’inertie, défini par : OG=ax (a>0).

La broche (S) a une liaison pivot d’axe (O, J,) avec
(Sy). Cette liaison est réalisée par P’association en
paralléle des deux liaisons sans frottement (L,) et (L)
suivantes : .

(L,) : Liaison rotule de centre A, tel que

OA&,= — 1,3, (h>0)

(L,) : Liaison linéique annulaire d’axe (O, %,) et de
centre A,, tel que

0A,= — b, (L>1y).
Les torseurs d’action mécanique de ces liaisons sont

de la forme :
L,
{BSs — 9)}= {i_‘}
a0

{B(So —> S)}= {ﬁﬁ}
QUESTIONS

1° Montrer que la matrice d’inertie de la piéce (P), au
point O, dans la base (%, jo, Z ), est de la forme :

A -F 0
[1,,(5)]:[—15‘ B o]
B

0 0 Clizj,3)

2° Par application du principe fondamental de la
dynamique a I’ensemble {(S), o), (P)} dans son mouve-
ment par_rapport 3 Ry, montrer que les résultantes
générales R, et R, des torseurs d’action mécanique de
(So) sur (S) sont données par les relations :
U= 1R, = —@*(F+ maly) ¥ +mgl,7,
—)R,= @ (F+mal) ¥ — mglZ,

29

s
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Dans ce calcul on ne tiendra pas compte des masses de
(S) et (M), ces deux bles étant dy q t
équilibrés.

3° En déduire les conditions d’équilibrage dynamique de
®).

4° On veut équilibrer dy iq (E) en une
masselotte de masse m,, supposée ponctuelle, au point
M, de coordonnées cartésiennes (a,, by, 0) dans le repére
R(0, %, 7 7 )

Quelles relations doit-il y avoir entre m,, a;, b, et m,
a, F?

Montrer que la valeur de b, ne peut étre imposée i
priori.

On donne : F=36-10"% kg-mz; m=0,8 kg; a=5 mm;
a,=—80 mm.

Déterminer m, et b,.

5° Pour plus de facilité on choisit d’équilibrer dynami-

La bille (S) est en contact en I et J respectivement

avec les bagues (S)) et (S).

Soit R(O, %, y‘, ) le repére tel que : OC = a¥.

On pose §=(X,, x

Le but de I'étude est de déterminer la charge axiale

minimale que doit supporter cette butée 2 billes, pour

que I'on ait roul t et pivo t sans gli

en I et J. Le non respect de cette condition provoque

une usure prématurée de la butée.

Les torseurs d’action mécanique de contact des bagues

sur la bille (S) sont de la forme :
{85, — )= {X"‘ +Y,'y°+z‘z}

I

0
XoX + Yi§o+zzf}
3 3
On désigne par f le coefficient de frottement entre les
billes et les bagues.

(B, — )= ,{

QUESTIONS

q (E) en plag deux de masse my
et m, sur chacune des faces (F)) et (F,) du mnnmge de
tournage, aux points M, et M,;, resp de

coordonnées carteslennes (ay, by, 0) et (ay, by, 0) dans
le repére R(O, %, ¥, 7

Quelles sont les relations que doivent vérifier m,, a,, b,
et my, ay, by?

Montrer que nécessairement b, doit étre différent de b,.
On donne : 4, =—80 mm; a,=80 mm; b,=-30 mm;
b, =—60 mm.

Déterminer m, et m,.

*10 — Une butée i billes est constituée (voir
figure 30) :

— d’une bague (S,), flxe par rapport a un biti, lié au
repére galiléen Ro(O, %o, ¥o, Z0);

— d’une bague (S;) dont le mouvement par rapport i
la bague (S,) est représenté par le torseur :

{U(S/s))= {‘"’ °}
ol 0

w étant variable;

— de 19 billes homogénes, de masse m et de rayon r.
On considére la bille (S) de centre C. La trajectoire,
dans Ry, du centre C de cette bille est un cercle de
centre O et de rayon a.

}'o\

1° En idérant qu’il y a roul sans gl
en I et J, déterminer en fonction de w, r et a, les torseurs
cinématiques :

{U S/Rp)} au point C.

{U RIRy} au point O.
Montrer qu’il y a un pivotement indéterminé entre la
bille (S) et chacune des deux bagues.
2° Déterminer au point C le torseur dynamique de la
bille (S) dans son mouvement par rapport au repére R,.

3° Ecrire les é ions scalaires tradui les théorémes
généraux de la dynamique, apphqms a Ia bille (S) da
son mouvement par rapport au repére R,.

(L’action mécani de la p est négligée.)

4° Déterminer les P ielles des résul

tes générales des actions mécaniques de contact des
bagues sur la bille (S).

5° Déterminer la charge axiale minimale, P, ;.;, que ’on
doit exercer sur la bague (S;) pour que les billes roulent
sans glisser sur les bagues.

Application numérique :

a =215 mm; r =30 mm; m =0,882 kg; f=0,07;

=40 5 rad/s 400 trlmm), e —0 rad/s®.

La société des roulements FAG propose P;,; =16 000 N.
Que peut-on en conclure?




— énergétique

Les notions de puissance, de travail et d’énergie jouent un
réle trés important en mécanique. Une fois ces notions
définies et les relations dont elles sont I'objet établies, nous
pourrons par exemple :

— déterminer la  puissance minimale du moteur
d’entrainement d’'un mécanisme, pour assurer un mouve-
ment prévu;

— calculer le rendement d’'un mécanisme;

— exprimer la conservation de I'énergie mécanique (sous
certaines hypothéses) d’un réducteur ou d’un variateur pour
obtenir le moment de son couple récepteur.

Définition

La puissance développée, a la date ¢, par I’act
mécanique de (%) sur (E), dans le mouvement
E) par rapport au repére R, est :

1.1. PUISSANCE DEVELOPPEE
PAR UNE ACTION,
MECANIQUE EXTERIEURE A
UN ENSEMBLE MATERIEL,
DANS SON MOUVEMENT REMARQUES .

PAR RAPPORT A UN REPERE — La définition précédente est a adapter lors

le champ de forces est défini par une den
linéique, surfacique ou volumique.

P — E/R)= [ FM)-V(M/R)dm
MEE

Soient deux ensembles matériels (Z) et (E), — Lorsque l'action mécanique de (£) sur
distincts, en mouvement par rapport a un repére R. est représentée par la force (M, F(M)),
Supposons que ’ensemble matériel (2) exerce sur puissance développée s’'écrit alors :
I’ensemble matériel (E) une action mécanique P(S —» E/R)=F(M)-V(M/R).

représentée par une densité de forces f (M), relative-
ment 2 la mesure de masse dm en chaque point M
de (E). (Action mécanique de la pesanteur, par
exemple.)

On retrouve ainsi la définition de la puissa
donnée en classe de terminale.

1.2. PUISSANCE DEVELOPPEE
® &) PAR UNE ACTION,
MECANIQUE EXTERIEURE A
Fow UN SOLIDE, DANS SON
MOUVEMENT PAR RAPPOR?
A UN REPERE

V(M/R) Lorsque I'ensemble matériel (E) est un solide ¢
®) le champ des vecteurs vitesse de (S) est représe

par un torseur. Soit : N
Q(S/R) }

{Uis/R)} = {a
A¥aes/r)
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le torseur cinématique du mouvement de (S) par
rapport & R, défini en un point A de (S). Alors le
vecteur vitesse d’un point M_gquelconque de (S)
s’exprime en fonction de V(AES/R) par la
relation :

V(MeS/R)=V(AES/R)+(S/R) A AM
Remplagons ce vecteur dans I’expression de la

puissance développée par I'action mécanique de (2)
sur (S), dans le mouvement de (S) par rapport a R :

PE — S/R)=f FOM)-V(MeES/R)dm
MeS
soit
P — S/R)=f FoM)-[V(AES/R)
M€ES —
+0(S/R) A AM |dm
D’ou :

P(S —> S/R)= j

Me

fo)-V(AES/R)dm
S

+f FM)-[T(S/R) A AM ]dm
MEeS

Mettons en facteur V(AES/R) et ((S/R) en
remarquant au préalable que le produit mixte de la
deuxiéme intégrale peut s’écrire :

A(S/R)-[AM A f(M)]

on obtient alors :

PE — S/R)=_\7(AES/R)-I Fandm
MeES

+h’(S/R)~f AM A f(M)dm
MeES

or le torseur associé A I’action mécanique de (Z)
sur (S) s’écrit au point A :

RE — S)
TE — S)}=
{ ( )} A{—M-A(E _ S)}

avec

ke — S):J FfMydm
Me&S
et

Mo — s>=j

Me,

AM A f(M)dm
S

Par conséquent :
P(E —» S/R)=R(E — S)-V(AES/R)
+MuE — S)-0(S/R)

La puissance développée par I'action mécanique de
(2) sur (S), dans le mouvement de (S) par rapport
a R, est donc égale au produit du torseur d’action
mécanique de () sur (S) par le torseur cinématique
du mouvement de (S) par rapport 2 R. (Revoir la
définition d’un produit de deux torseurs au
paragraphe 14 du chapitre 1 de dynamique.) Soit :

rP(z — S/R)={BE — SH{VS/R)} |

Cas particuliers

— Lorsque le torseur d’action mécanique est un
torseur a résultante, la puissance est :

P(E — S/R)=R(E — S)-V(AES/R)
— Lorsque le torseur d’action mécanique est un
couple, la puissance est :

P(E — S/R)=M,(Z — S)-fi(S/R)

On retrouve ainsi un résultat mis en évidence en
classe de terminale.

REMARQUE
La notion de puissance n’a de sens que relative-
ment @ un repére. Ainsi la puissance développée
par Uaction mécanique de (Z) sur (S) est nulle
dans tout repére lié a (S).

Application

Un véhicule & quatre roues se déplace en ligne droite
sur une route. Calculons les puissances développées
par différentes actions mécaniques au niveau d’une
roue arriére motrice.

X X
Oz
@ A
. |
y o af

oy
T/
VAN

Fig. 2 z

Y |

Soit R(O, %, ¥, 7 ) un repére lié a la route (S).

Le plan (O, ¥, 7 ) schématise le plan de la route, d’axe
(0, 7). L'axe (O, X ) est vertical ascendant. La roue
arriére motrice (S), d’épaisseur négligeable, de centre
EA, de )rayon a, roule sans glisser au point I sur 1’axe
0,¥)

(S) a une liaison pivot sans frottement d’axe (A, 7 )
avec le chassis (S;). L’arbre de transmission (S,)
entraine en rotation (S) en ne lui transmettant qu’un
couple de moment CZ (liaison avec joint de Cardan,
par exemple).

Considérons les torseurs cinématiques suivants, expri-
més dans la base de R :

0 0 00
{US/So)}= {0 v] et {VS /Sp}= {o o}
A : A

00 o 0
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ainsi que les torseurs d’actions mécaniques :

N 0
{B(Se — S)}= {T o};
1

00
X L
{5 — S)}= [Y M};
Az o
0 0
{5, — S)}= {o 0].
Ao c

QUESTION

Déterminer la puissance développée par I’action mécani-
que de
1° (S,) sur (S), dans le mouvement de (S) par rapport
a (Sy);
2° (Sp) sur (S), dans le mouvement de (S) par rapport
a (So);
3° (S,) sur (S), dans le mouvement de (S) par rapport
a (Sy);
4° (S) sur (S,), dans le mouvement de (S,) par rapport
a (So)s
5° (S) sur (S;), dans le mouvement de (S;) par rapport
a (S).

REPONSE

Ces différentes puissances se calculent par les produits
des torseurs suivants, en prenant soin de bien les
exprimer au méme point :

1° P(S, — S/S)={8(S; — $)}-{V(S/8)}

P(S, —» S/S1)=Co. |

2° P(So — S/S0)={B(Se — SH}-{V(5/50)}

=R(So —> S)-VUES/Sy).
Comme (S) roule sans glisser sur (Sp), V(I ES/S,) est
nul, et :

Ii P(So —> S/S0)=0. j

3° P(Sy — S/S)={B Sy — )H}-{V(S/51)}

|7P(s0 — S/S)= —amTJ

4 PSS —> $,/S0)={E(S — SN}{VUS:/So)}

| P(S —> Si/So)=Y-. 1

50 P(S — S/9)={B(S — SP}{U(S/8)}
l P — S,/S)=0. J

Conséquence (utile au paragraphe 1.3)

Cette pulssance pour le mouvement de (E) pa
rapport a un autre repére R, s’écrit :

P — E/R)=[ fM)-V(M/R)dm.
MEE

Par suite :
PGS — E/R)-P(Z — E/R))

j FM)-[V(M/R) =V (M/R))]dn
MEE

Soit d’aprés la relation de composmon des vecteu
vitesse au point M entre les repéres R et R, :

P(E — E/R)-PCE — E/R,)
=[ Fon-VMer/Ryd

MEE
expression qui se met donc sous la forme :

P(Z — E/R)-P(Z — E/R))
{58 — E}{VR/M} | (

1.3. PUISSANCE DEVELOPPEE
PAR LES ACTIONS
MUTUELLES ENTRE DEUX
ENSEMBLES MATERIELS

Soient deux ensembles matériels (Z) et (I
distincts, en mouvement par rapport 4 un repére

Définition
g2 La puissance développée, a la date ¢ par

i actions mutuelles entre ) et (E), dans le
£ mouvement par rapport a un repére R, est :

F(z > E/R)=PCE — E/R)+P E — Z/R)

Propriété

La e développée par les

entre (2) et (E) est mdependante du repére
La relation (1) permet d’écrire :
— pour I'action mécanique de ()3) sur (E):

P(S — E/R)-P(C —>
={5E — E)} JUR

La puissance développée par I’action mécanique de
I’ensemble matériel (2) sur I'ensemble matériel (E)
(qui n’est pas nécessairement un sohde), dans le
mouvement de (E) par rapport au repere R, a été
définie au paragraphe 1.1 par expression :

PE — E/R):j FM)-¥ (M/R)drm.
MEE

— pour ’action mécanique de (E) sur (2):

P(E — 2/R)-P(E — I/R,
={BE — E>} {VURN

additionnons membre 3 membre ces deux égalité
P <« E/R)-P(E «— E/R))
=[{5E — E}+{BE — }-{UR/R
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D'aprés le théoréme des actions mutuelles le second
membre est nul. Par suite :

P(E «— E/R)=P(Z <« E/R,).
Ce qui prouve que la puissance développée par les
actions mutuelles entre (2) et (E) est indépendante
du repére choisi pour la calculer. Par conséquent,
cette puissance sera simplement notée :

Application

Soient (S;) et (S,) deux solides en contact ponctuel avec
frottement en un point A (coefficient de frottement :
f=tg o), et (1) le plan tangent commun en A a(Sy) et
(S2)-

N(S; — Sa)

A(Ss — S2)

Cette pui e est indépend du repére R, par
conséquent, si_l’on choisit R 1ié a (S,):

P(S, +— S$;)=P(§; — §,/S)).
Puissance qui se calcule par le produit des deux torseurs
définis précédemment :

P(S; «— SZ)={Z§(SI —_— Sz)}-{‘U(Sz/S,)}

soit :
P(S; ~— S$)=R(S, — $;)-V(AES,/S))
ou encore, en faisant intervenir I'effort tangentiel :

| P(S; — S)=T(S, — $)-V(AES/S)). J

Le produit scalaire des deux vecteurs intervenant dans
cette expression étant négatif ou nul, la puissance
développée par les actions mutuelles entre (S)) et (S,) est
négative ou nulle. C’est une puissance perdue par
frottement entre les deux solides et qui se transforme en
chaleur.

QUESTION 2

A quelle la pui PP
Iles entre (S,) et (S;) est-elle nulle?

FYIRY

par les actions

V(AES,/S,)

(S1)
Fig. 3

Le torseur d’action mécanique de (S;) sur (S;) est de la
forme, au point A :
RS, — sz)}

{5 — S»}= { -
Al 0

(Le contact est supposé rigoureusement ponctuel).
On pose
RS, — Sp=N(S; — $)+T(S; — S)
avec
(S, — Sp) L(w) (effort normal)
T(S| —> S;)E(w) (effort tangentiel).

Le torseur cinématique du mouvement de (S,) par rapport
3 (Sy) est de la forme, au point A :

6(S,/Sy)
{vG/s0= {4 AN
AWV(AES,/S))
Le vecteur vitesse de glissement V(AES,/S;) est un
vecteur de méme direction que le vecteur T(Sl — S)

et de sens contraire (paragraphe 3.3 du chapitre 1 de
statique).

QUESTION 1
Déterminer la pui développé
entre (S;) et (Sz).

REPONSE

La puissance développée par les actions mutuelles entre
(S)) et (S;) s’écrit par définition, par rapport A un repére
R:

ofi 1

par les

P(S; «~— Sp)=P(S, — Sy/R)+P(S; — Si/R).

' Définition

REPONSE

Cette puissance est nulle si :

o le contact entre (S;) et (S,) est sans frottement, ou si:
o (S,) roule sans glisser sur (S,).

1.4. LIAISON PARFAITE ENTRE _
DEUX SOLIDES

Deux solides (S,) et (S,) ont une liaison parfaite
si, quel que soit le mouvement de (S;) par rapport
a (S,) autorisé par la liaison, la puissance
développée par les actions mutuelles entre (S,) et
(S,) est nulle.

Soit rp(s. P sz)=o.J

REMARQUE
Plus précisément, cette puissance doit étre nulle
quelles que soient les valeurs des composantes,
non nulles, des éléments de réduction du torseur
cinématique {V(S,/S,)} de la liaison entre (S,)
et (S,).

Conséquence

Par rapport 4 un repére R, la puissance développée
par les actions mutuelles entre (Sy) et (S,) s’écrit
par définition :
P(S, «— S2)=P(S; — S;/R)+P(S, —> S\/R)
si R est lié & (S;):

P(S; «— S,)=P(S, — S,/S»
si R est 1ié a (S,) :

P(S, < S,)=P(S, — $,/8>).
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Par suite une liaison parfaite entre (S,) et (S,) est
telle que :

[ Psi— susn=0 | @

ou P(S, — S,/S,)=0.
En considérant
le torseur statique { B(S, — S,)}

et le torseur cinématique { ‘U(Sz/S,)} de la liaison
entre (S,) et (S,),
la relation (2) s’écrit :

[ {B(S, — 8.} {US/S)}=0. J

Ce qui signifie que dans une liaison parfaite les
torseurs statique et cinématique de la liaison sont
réciproques.

EXEMPLES

Voici deux exemples de liaisons parfaites entre deux
solides :

— liaison sans frottement (2 contact ponctuel, linéi-
que ou surfacique),

— liaison sans glissement (bille ou cylindre de
révolution roulant sans glisser sur un plan). Les
rési au roul t et au pivo étant
éventuellement négligées.

Application

Deux solides (S,) et (S;) ont une liaison glissiére
hélicoidale sans frottement d’axe (O, ¥ ), de pas réduit p.

5, %
QUESTION

Déterminer les caractéristiques du torseur d’action mécani-
que de contact de (S,) sur (S;)-

Fig. 5

REPONSE

La liaison entre (S;) et (S,) étant sans frottement est
parfaite. Alors P(S; <— S;)=0, soit

{B(S, ~—> S)}{US,/5}=0. 3)
Posons
RS, — S5)
{88, — S}= |
' : o{Mo(Sl — Sz)]
« {vesysp- {“7F)
o pax

La relation (3) s’écrit donc :
pa'% ‘R(S; —> Sp)+a'¥ -M(S; — S;)=0
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relation qui doit étre vérifiée quel que soit le mouveme
de (S;) par rapport a (S,) autorisé par la liaisc
c’est-a-dire quelle que soit a'.

Par suite les éléments de réduction du torseur d'acti
mécanique de contact de (S;) sur (S,) sont tels que :

px -R(S, — S$;)+% -My(S, — S;)=0. ]

On retrouve la propriété du torseur statique de la liais
glissiére hélicoidale déja mise en évidence, d’une manic
beaucoup plus longue, au paragraphe 3.4.7 du chapitr
de statique.

REMARQUES

— La notion de liaison parfaite s’étend faci
ment a une liaison équivalente a plusieurs liaiso
placées en paralléle et en série entre (S,) et (S
Pour cela il suffit de considérer les torser
statique et cinématique de la liaison équivalen
— L’hypothése de liaison parfaite permet u
mise en équations d’un probléme de dynamiq:
par le principe fondamental ou le théoréme
Dénergie cinétique (démontré au paragaphe -
sans préjuger de la conception technologique
la liaison.

2. tRavanL

2.1. DEFINITION

Le travail, entre les dates ¢, et t,, de Pacti

écaniq de I ble matériel (3) s
I’ensemble matériel (E), dans le mouvement de (
par rapport au repére R, est

Wi(E — E/R)=[B(E — E/R)dL

Par suite, le travail élémentaire entre les dates ¢
t+dt est

dW(E — E/R)=P(Z — E/R)dt.

2.2. UNITES

— L’unité de travail est le joule.

Le joule est le travail produit par une acti
mécanique représentée par une force de 1 newt
dont le point d’application se déplace de 1 meé
dans la direction et le sens de la force.

— L’unité de puissance est le watt.

Le watt est la puissance d’une action mécaniq
capable de produire un travail de 1 joule j
seconde, de fagon uniforme.

Application

Continuons I’application du paragraphe 1.2, sur le véhic
a quatre roues, avec la question suivante :
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QUESTION

Déterminer, entre les dates ;=0 et ¢,=30s, le travail de
I’action mécanique de la roue (S) sur le chassis (S,), dans
le mouvement de (S;) par rapport a la route (S,), sachant
que pendant cette phase du mouvement : Y=300 N et v =7
avec ¥ =2,2'm/s%

REPONSE

Nous avons montré que : P(S — S,/Sg)=Y-v.
Par suite :

.
Wa(S —> s,/su):f’v-u dt
t
Y et y étant constants :
t,
Wi(s — Si/s)=Y-y [ 1t
1
soit
1%
wis — suso=vy[3]"
0

Par conséquent :
WE(S — S1/S)=297000J.

Soient deux ensembles matériels (Z) et (E),
distincts, en mouvement par rapport & un repére R.

3.1. ENERGIE POTENTIELLE D’UN
ENSEMBLE MATERIEL,
ASSOCIEE A UNE ACTION
MECANIQUE EXTERIEURE

Définition

# L’ensemble matériel (E) posséde une énergie
@ potentielle, associée a I’action mécanique de ()
5 sur (E), dans le mouvement de (E) par rapport

au repére R, s’il existe une fonction scalaire
VE — E/R) telle que :

P(Z — E/R)= —dii; V(£ — E/R).

V(Z — E/R) est appelée énergie potentielle de
(E), associée a I'action mécanique de () sur (E),
dans le mouvement de (E) par rapport a R.

REMARQUES

— L’existence du signe moins est nécessaire pour
interpréter facilement les résultats.

— L’énergie potentielle est une fonction primitive
de la puissance. Elle est donc définie a une
constante prés, que l'on choisit arbitrairement.
— On dit que la puissance dérive d’une énergie
potentielle (au signe pres).

EXEMPLE : Energie potentielle de la
pesanfeur

Soit R(O, %, ¥, 7 ) un repére lié a la terre tel que le
vecteur unitaire 7 soit dirigé suivant la verticale
ascendante, et I'origine O placée, par exemple, au
niveau du sol.

Fig. 4

Dans une région localisée de I'espace I’action
mécanique de la p ir sur un ensemble matériel
(E), de masse m et de centre d’inertie G, est
représentée par un champ de forces uniforme défini
par sa densité massique § = —gZ (accélération de la
pesanteur).

Calculons la puissance développée par I'action méca-
nique de la pesanteur sur (E), dans le mouvement
de (E) par rapport 2 R.

P(g — E/R):f g -V(M/R)dm
MEE
soit

P(g —> E/R)=—g7 j V(M/R)dm
MEE

or l'intégrale s’exprime en fonction de _V(G/ii)‘par
la relation (2, du paragraphe 2.2 du chapitre | de
dynamique) :

mV(G/R):f V(M/R)dm.
MEE
Par conséquent

P(g — E/R)= —mgZ -V(G/R)
comme

V(G/R)=[% 66L

d
P(g — E/R)= —mgz’~[~ OT] .
dr g
£ étant fixe dans la base de R :
d .,
P(g — E/R)=—mg [::l_t F4 -oﬁ]
Posons zg =7 -OG (coordonnée cartésienne de G sur

'axe (O, 7)).
Alors :

d
P(¢ — E/R)=—mg [E ZG]-
Par suite, il existe une énergie potentielle de (E),

associée 4 l’action mécanique de la pesanteur sur
(E), dans son mouvement par rapport a R :

r V(g —> E/R)=mgzg |

définie a4 une constante prés que l’on suppose nulle.
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REMARQUES

— Un ensemble matériel posséde de [’énergie
lorsqu’il a la capacité de développer une puis-
sance (ou de produire un travail).

— L’énergie cinétique et l'énergie potentielle sont
les deux formes de l’énergie mécanique (voir
paragraphe 4). L’énergie cinétique correspond au
mouvement des corps. L’énergie potentielle est de
Uénergie en réserve que posséde un corps du fait,
soit de sa position (eau d’un barrage, marteau
pilon), soit de sa forme (ressort),...

— L’énergie potentielle de la pesanteur dépend de
la position de [l'ensemble matériel (E) par
rapport a la terre (fonction croissante de 7).
Elle est égale au travail que peut fournir (E) s’il
tombe sur le sol.

— Dans § interviennent deux vecteurs : l'un
relatif a Uattraction terrestre, autre relatif aux
effets d’inertie dus a la rotation de la terre (voir
paragraphe 5 du chapitre 2 de dynamtque) Ce
deuxiéme wvecteur, pratiq t n

devant le premter (au niveau du sol), ne
correspond pas d une action mécanique mais a
un mouvement. En toute rigueur il devrait étre
négligé lorsqu’on parle d'action mécanique de la
pesanteur, mais en fait on le considére comme
s’il provenait d’une action mécanique.

3.2. ENERGIE POTENTIELLE DE
DEUX ENSEMBLES
MATERIELS, ASSOCIEE A
UNE ACTION MUTUELLE
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Définition
Les deux ensembles matériels (%) et (E) possédent
une énergie potentielle, associée 3 une action

mutuelle, s’il existe une fonction scalaire
V(& < E) telle que :

PC «~— E)=-—%V(Z <~ E).

V(Z <« E) est appelée énergie potenticlle de (2)
et (E), associée a I'action mutuelle considérée.

REMARQUES

— Comme la  puissance correspondante,
V(2 «— E) est indépendante de tout repére.
— L’action mécanique de la pesanteur est, aux
effets d’inertie d’entrainement prés dus a la
rotation de la terre (T), égale a [!action
mécanique d’attraction terrestre.

Alors :

P(g —> E/R)=P(T — E/R).
De plus, comme le repére R est lié a la terre :
P(T — E/R)=P(T < E).

Par suite l’énergie potentielle de la pesanteur ¢
I (E) est aussi l'énergie potentielle de la terre
de (E), associée a leur attraction mutuelle.
EXEMPLE : Energie potentielle de deu
solides entre lesquels est intercalé u
res”sort de traction-compression de mass

nulle.

Deux solides (S;) et (S,) ont une liaison pivot glissai
d’axe (O, {'). Un ressort (r) de traction compressior
de masse nulle, de raideyr K, de longueur a vide [
placé suivant I'axe (O, i) entre (S,) et (S;), exerc
sur (S;) une action mécanique représentée par |

torseur : N
{80 — Sy}= {_ L }
o [

: longueur sous charge du ressort).

L
okAAAl

Z/ @ Fig.

Calculons la puissance développée par 'action méc:
nique du ressort sur (S,) et (S,), dans leur mouve
ment par rapport a un repére R quelconque.
P(r — §;, $;/R)=P(r — S;/R)

+P(r — S,/R

LA
|

N

Soit :

P(r — Sy, S;/R)={BGr — SP}-{V(S/R)}
+HBr — $)}{US,/R).

Le ressort étant de masse nulle :

{580r — sp}=—{B0r — 8,)}
(relation montrée au paragraphe 3 du chapitre 2 d
dynamique).

Par suite,
P(r — S,, S;/R)

={B(r — $)}[{US/R}-{VES/R}.
Soit
P(r — S, S;/R)={B(r — S))}-{V(Sx/S))}
Cette p e est indépend du repére R. Nou
la noterons simplement :

P(r — S1, S2).

REMARQUE

Vu la forme de cette expression on peut considé
rer qu’il existe entre (S,;) et (S,) une actio.
mutuelle représentée par le torseur

{56, — S)}={5(r — sy}
Au point O, le torseur cinématique du mouvemen
de (S,) par rapport a (S;) s’écrit.:

0
{V(S/80)}= ar _

—
o \dt
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Par suite,
d!
P(r — S, S2)=—-K({—1y) T
1l existe donc une énergie potentielle de (S;) et (S,)

associée a leur action mutuelle par I'intermédiaire du
ressort (r) :

K
Vir — §,, Sz):;(l_lo)z

définie & une constante prés que I’on suppose nulle.

REMARQUES
— Cette énergie potentielle est positive ou nulle.
Elle augmente quand le ressort s’écarte de sa
position d’équilibre.
— L’attraction mutuelle entre la terre et un corps
est d’une grande similitude avec ’action mutuelle
entre deux solides par [intermédiaire d’'un
ressort, car soulever un corps revient en fait a
déformer le systéme Terre-corps.
Dans les deux cas l'énergie potentielle disparait
lorsque le systéme revient a sa position
d’équilibre stable : le corps repose sur le sol et
le ressort reprend sa longueur a vide.
— Un résultat semblable est obtenu avec un
ressort de torsion, de masse nulle, monté entre
deux solides ayant une liaison pivot.

Le théoréme de I’énergie cinétique constitue I'une
des traductions énergétiques du principe fondamen-
tal de la dynamique. Démontrons ce théoréme pour
un solide, puis pour un ensemble de solides.

4.1. POUR UN SOLIDE

Le principe fondamental de la dynamique appliqué
2 un solide (S), de masse m, dans son mouvement
par rapport 3 un repére galiléen R, s’écrit :
{Ds/RO}={B(S — 9)}.
{:Z)(S/R )} torseur dynamique de (S) dans son
mouvement par rapport a R,;
{B(S —> S)}: torseur des actions mecamqucs
extérieures a (S) s’exercant sur
(S).
Multiplions les deux membres de cette relation par
le torseur cinématique de (S) par rapport a R,
{DS/ROHVS/R,)}
={5(S — S}{UG/R,)}-
Le membre de droite represente la puissance des
actions mécaniques extérieures a (S) s’exercant sur
(S), dans son mouvement par rapport a R, soit
P(S — S/R,). Cette puissance est appelée puis-
sance galtleenne des actions mécaniques extérieures

a (S).

Pour obtenir le membre de gauche écrivons les
éléments de réduction de chaque torseur en un
méme point A, lié au solide (S).
{DS/ROHVS/R,)}
f T(M/R,)dm Q(S/R,)
MeES

[ AW ATOM/R,)dm| o | TCA/R,)|.
A MeS
Ce produit de deux torseurs vaut :

V(A/R,)- f TM/R,)dm
+§(S/Rg)f AM/\T(M/R ydm.

En remplagant

V(A/R,) par V(M/R,)+TS/R,) A MA,
aprés Davoir introduit sous le signe somme,
I’expression précédente se simplifie pour se mettre
sous la forme :

j T(M/R,)-V(M/R,)dm.
MeS

De plus, comme
FM/R,)VM/R) =[5 VM/R,)] V/R,)

d 55 2
d—;[V(M/Rg)] g

=
2
On peut écrire que :

[ Toum)-Tou/,)am

MeS

[ j [VM/R,) T dn:]

Ce qui fait apparaitre l’energle cinétique de (S) dans
son mouvement par rapport & R, : T(S/R,), d’ou :

f T(M/R,)-V(M/R,)dm =d_dE T(S/R,).
MeES

T(S/R,) est appelée énergie cinétique galiléenne
de (S)

Par suite, le théoréme de I’énergie cinétique s’écrit
pour un solide :

F‘% T(S/R,)=P(S — S/R,).

Théoréme qui s’énonce ainsi

B8 La dérivée, par rapport a la date ¢, de I’énergie

cinétique galiléenne d’un solide (S) est égale a la

§§ puissance galiléenne des actions mécaniques exté-
§ rieures a (S).

4.2. POUR UN ENSEMBLE DE
SOLIDES

Soit un ensemble (E) de n solides (S, ), (S,), --es
(S,.) en mouvement par rapport & un repére galiléen
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R,. Pour un solide (S;) de (E) le théoréme de
I’énergie cinétique s’écrit :

%T(S,-/Rg)=P(§i — S./R,)

ajoutons membre & membre les n relations analo-
gues A celle-ci, écrites pour les n solides. On
obtient :

df;[é T(S,-/Rg)] = 2::[ P(S; — Si/R,)

le membre de gauche représente la dérivée, par
rapport 2 la date ¢, de I’énergie cinétique galiléenne

de I’ensemble (E) de solides, notée : % T(E/R,). Le

membre de droite représente la somme des puissan-
ces galiléennes des actions mécaniques extérieures
a chaque solide de (E), ou si ’on veut, la somme
de la puissance galiléenne des actions mécaniques
extérieures a4 (E) et des puissances des actions
mutuelles entre chaque solide de (E), c’est-a-dire :

P(E — E/R.)+ > P(S; > S)).
',iI:il
Par suite le théoréme de I'énergie cinétique s’écrit
pour un ensemble de solides :

%T(E/Rg)= P(E— E/R,)+ 2"3 P(S; «—§)).

iLj=1

Théoréme qui s’énonce ainsi :
La dérivée, par rapport a la date ¢, de I’énergie
cinétique galiléenne d’un ble (E) de solid
est égale a4 la somme de la puissance galiléenne
des actions mécaniques extérieures i (E) et des
puissances des actions mutuelles entre chaque
solide de (E).

REMARQUES
— Le théoréme de 'énergie cinétique n’est vala-
ble qu’a condition de tenir compte dans le calcul
de la puissance, des actions mutuelles entre les
solides de (E), donc intérieures a (E). Il y a la
une différence essentielle avec le principe fonda-
mental de la dynamique.
— Vu la construction du théoréme de [’énergie
cinétique, I’équation obtenue n’est pas indépen-
dante des équations scalaires fournies par le
principe fondamental de la dynamique. Par
contre, elle se substitue souvent avantageusement
a lune d’entre elles.
— L’application du principe fondamental de la
dynamique donne six équations scalaires indépen-
dantes et I'application du théoréme de l’énergie
cinétique n’en donne qu’'une. Par conséquent,
application du théoréme de l’énergie cinétique
est généralement insuffisante, a elle seule, pour
résoudre un probléme de dynamique.
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Les équations de Lagrange, qui constituent .
autre traduction énergétique du principe fon.
mental de la dynamique pour un ensemble
solides, sont complétement équivalentes .
équations obtenues par le principe fondamen
— Le théoréme de l'énergie cinétique s'é¢
également en faisant intervenir le travail

actions mécaniques entre deux dates t, et t,

T.(E/R,)-T(E/R,)=W:(E — E/R,)
+ 2 W:i(si > S,‘

ii=1

C'est sous celte forme, en supposant les liais.
parfaites entre les différents solides de (E),
ce théoréme a été vu en classe de terminale

4.3. INTEGRALE PREMIERE DE
L’ENERGIE CINETIQUE

Lorsque les puissances intervenant dans le théor¢
de I'énergie cinétique sont nulles ou dérivent d’
énergie potentielle (au signe prés), dont n
noterons la somme V(E/R,), ce théoréme s’éci

d d
— =-—V(E X
T T(E/R,) T (E/R,)
Par conséquent, il existe une intégrale premiére

mouvement, appelée intégrale premiére de I’éne
cinétique :

T(E/R,)+V(E/R,)=C

ol C est une constante déterminée en fonction
conditions initiales du mouvement.

Par définition, 1I’énergie mécanique de (E) est
somme de son énergie cinétique et de son éne:
potentielle (par rapport a R, ). L’intégrale prem:
de I'énergie cinétique traduit la conservation
I’énergie mécanique de (E).

REMARQUE
Le théoréme de [’énergie cinétique mesure
transferts d’'énergie et des transformati
d’énergie en puissance (ou en travail),
inversement.

4 .4. UNITES

Le théoréme de [’énergie cinétique montre

I’énergie cinétique et I’énergie potentielle s
homogénes a un travail. De plus, comme e
proviennent du travail et se transforment en tra\
il est donc naturel de les exprimer en unité
travail, c’est-a-dire en joules.
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4.5. APPLICATION 1 : PENDULE
SIMPLE

Soit R(O, ¥, 7, 7 ) un repére galiléen lié 2 un bati (£). On
désigne par § =gx [’accélération de la pesanteur.

O~

z0

Fig. 7 x X

Le pendule (S) est constitué par une tige OA de longueur
I, homogéne, de masse m et de centre d’inertie G. (S)
oscille dans le plan (O, %, ¥ ). La liaison pivot d’axe (O, 7 )
entre (Z) et (S) est parfaite. .

Soit R,(O, i, ¥, Z ) un repére lié a (S) tel que OA =I%,.

> =

On pose : a=(X, %;).
QUESTION

Déterminer Pintégrale premiére de I’énergie cinétique du
mouvement de (S) par rapport &4 R, sachant qu’a la date
t=0: a(0)=a, et a'(0)=0.
REPONSE
Le théoréme de I’énergie cinétique appliqué a (S) dans
son mouvement par rapport au repére galiléen R, s’écrit :
d -
T T(S/R)=P(S — S/R).

L’énergie cinétique de (S) dans son mouvement par
rapport & R a été calculée au paragraphe 6 du chapitre 1
de dynamique.

Elle vaut :

2

T(S/R)z% a?. (4)
(S), I'extérieur de (S), est constitué du bati (Z) et de la
pesanteur. Par conséquent :

P(S — S/R)=P(E —> S/R)+P(g — S/R).

La liaison entre (2) et (S) est parfaite. Alors :

P(E <« S)=0.
Comme le repére R est lié & (%) :

PE «— S)=P(E — S/R).

Par suite :

P(Z — S/R)=0.

La puissance de I'action mécanique de la pesanteur sur
(S), dans son mouvement par rapport au repére R lié a
la terre, dérive (au signe prés) de P’énergie potentielle :

V(g —> S/R)= —mgxg %)
comme :

!
xg=% -m:-z- cos o

V(g — S/R)= - mgécos a. (6)

La relation (5) a été obtenue en effectuant le changement
de coordonnée : zg= — xg +constante, dans I’expression
de Iénergie potentielle de la pesanteur établie au paragra-
phe 3.1, valable pour un axe vertical ascendant. La
constante, inutile, n’a pas été écrite. Finalement, seul un
changement de signe est & effectuer lorsque I’axe est
vertical descendant.

Par suite le théoréme de I’énergie cinétique s’écrit :

iTS/R)*‘dV S/R
™ ( =% (¢ — S/R)

d'ou I'intégrale premiére :
T(S/R)+V(g — S/R)=C.
Soit, compte tenu des relations (4) et (6) :

mi? 1
Ta'z—mgicosa=c

ou encore :

a'2~3§cosa:D. @
D étant une constante, qui avec les conditions initiales
proposées vaut : —3 % cos ay.

L’intégrale premiére de I'énergie cinétique s’écrit donc :

a?=3 % (cos a —cos ap).

REMARQUES
— Pour retrouver [|'équation obtenue " par
Uapplication du principe fondamental de la
dynamique, il suffit de dériver par rappo#t a la
date t, la relation (7) : '

2a'a"+3 ? a'sin a=0.

Soit en supposant o' #0 :

a”+%§sin a=0.

— Lors de son oscillation le pendule transforme
son énergie potentielle en énergie cinétique, et
inversement. Ces énergies augmentent ou
diminuent, uniquement lorsqu’une puissance est
développée.

— Le pendule n’oscille pas indéfiniment a cause
du frottement dans la liaison pivot et de la
résistance de [l'air. L’énergie mécanique du
pendule se transforme petit a petit en énergie
thermique et cela jusqu'a I’arrét.

— Les transformations mutuelles des différentes
formes d’énergie a Uintérieur d’un systéme isolé
conduisent toujours 4 une augmentation de
I’énergie thermique aux dépens des autres formes
d’énergie. Or les transformations de [énergie
thermique en d’autres formes d’énergie sont
toujours beaucoup plus difficiles et incomplétes
que les transformations inverses. C’est pourquoi
Uon dit que I’énergie se dégrade en changeant de
forme.
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4.6. APPLICATION 2 :
REDUCTEUR A TRAIN
EPICYCLOIDAL

Le schéma de principe d’un réducteur a train épicycloidal
4 axes paralléles est représenté figure 8.

Ro(O, X, Fo, Zo) est un repere galiléen lié au bati (Sp) du
réducteur.

L’ensemble (S,), constitué par I’arbre moteur et la roue
dentée de n, dents qui lui est liée, a une liaison pivot
d’axe (O, %,) avec (S).

Soit I, le moment d'inertie de (S;) par rapport & I'axe
(0, %). On pose : ((S,/Ry)= w,%,. L'arbre récepteur (S,)
a une liaison pivot d’axe (O, %) avec (So).

Soit I, le moment d’inertie de (S,) par rapport a 'axe
(0,%). On pose: {XS,/Ry)=w,%. Le repére
R(O, %o, ¥, 7 ) est 1ié a (S,).

Le satellite (S) de n dents, a une liaison pivot d’axe (A, %)
avec (S,), telle que OA=dy (d>0). Soient m la masse
de (S) et I son moment d'inertic par rapport a I’axe
(A, %)._Le point A est le centre d’inertie de (S). On
pose : $(S/Ry) = wi.

(S) engréne avec une couronne de n, dents d’axe (O, %),
liée a (So).

Le moteur exerce sur (S,) une action mécanique représen-
tée par un couple de moment C;X,. Le récepteur exerce
sur (S;) une action mécanique représentée par le couple
de moment —C,¥,. Toutes les liaisons sont parfaites,
I’action mécanique de la pesanteur est négligée.

@y 2]
On pose A=— et pu=—
@y W)
(0 t A=l e "‘)
n montre que : A = e =—-—
. ng+n, . 2n

QUESTION 1

Déterminer ’énergie cinétique de Pensemble (E) des 3 solides
(S1)s (S2) et (S) dans leur mouvement par rapport & R.

REPONSE
Par définition :

2T(E/Rg) =2T(S,/Ro) +2T(S2/Ro) + 2T(S/Ry).
Calculons 1'énergie cinétique de chaque solide. Pour ¢

appliquons les relations du paragraphe 14 du chapitr.
de dynamique. On obtient :

2T(S1/Ro) =Liw}

de méme :
2T(S2/Ro) = Lw}
et
2T(S/Ro)=m[V(A/Ro)J + 10>
soit

2T(S/Ry) = md?w} +1w?.

En ajoutant ces trois résultats, 1'énergie cinétique de (
dans son mouvement par rapport & Ry s’écrit :

IT(E/Ro) =1 w? + Lw? + md2w? + .
Soit, en exprimant w, et w en fonction de o, :
2T(E/Rg) =1 0} + (I, + md*)A%w} + [u2w?

2T(E/Ro)=[1, + (I, + md*A2 + 12 ) w?

Posons :

=1+ (I, + md®)A? + {u?
I, est appelée inertie équivalente de la chaine cinématiqu
rapportée a I'arbre moteur.

Alors :
2T(E/Ro) =10}
QUESTION 2
Quelle équati btient- en le théoréme

I’énergie cinétique a (E) dans son mouvement par rapp

a Ry?
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REPONSE

L’équation traduisant le théoréme de I’énergie cinétique
appliqué 4 (E) dans son mouvement par rapport a R,
s’écrit :

= T(B/Ry)=P(E —> E/R,)

i +P(S; «— S)+P(S «— S,)
Les deux puissances d’actions mutuelles P(S; <— S) et
P(S < S;) sont nulles, les liaisons étant parfaites. La
puissance galiléenne des actions mécaniques extérieures a
(E), exercées par le biti (S,), le moteur et le récepteur,
s'écrit :
P(E — E/Rg)=P(Sy —> S,/Ro)+P(So — S/Rg)
+P(Sy — S,;/R)+P(moteur —» S,/R,)
+P(récepteur — S,/R,)
Les trois premiéres puissances sont nulles car les liaisons

sont parfaites et Ry est lié & (S,). Calculons les deux autres
' puissances :

P(moteur —> S,/Ro)={B(moteur — SHH V(S,/Ry)}

- daa 1o
o Cl ;0 6

| P(moteur —> S,/Ry)=C 0,

de la méme fagon :
P(récepteur — S,/Rg)= — Cw,.
Alors :

P(E S E/Ro)=C|w|—Csz.
Le théoréme de I'énergie cinétique s’écrit donc :

d (1
a (5 l,w%)=clw| —Cyw,.
Soit aprés dérivation :
dw
Lo, Trl=c"‘" ~Cyw;.

Aprés avoir remplacé w, par Aw, et simplifié I'expression
par @, (supposé différent de 0), on obtient finalement :

do
I, d—t‘=c,~/\cZ

REMARQUE
Le théoréme de I'énergie cinétique est bien adapté
pour une approche globale d’'un mécanisme & un
degré de mobilité.
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PROBLEME RESOLU

La figure 9 représente un démarreur manuel pour
moteur Diesel.
R(O, %, 7, 7 ) est un repére galiléen lié au carter
du démarreur, ainsi qu’au bati du moteur.
La vis (7) a une liaison pivot d’axe (O, ¥ ) avecle
carter du démarreur, et I’écrou @ posséde une
liaison glissiére avec I'arbre creux (6). Une roue &
rochet @ liée au pignon conique interdit la
rotation (—R,) de .
Une roue 2 rochet débrayable (i2) liée a (17) interdit
ou autorise (si débrayée) la rotation (—R,) du
pignon @
Le lancement du moteur s’effectue en cing
phases :
Premiére phase : Encliquetage de la roue a rochet
@, d’otl suppression de la rotation (—R,) de @
Deuxiéme phase : Rotation (+R,) de (36) qui
entratne la rotation (—R,) de @ @ et (7). La
rotation (— R, )de @entraine latranslation( +T,)
de @ jusqu’a compression totale du ressort .
Le pignon @ engréne avec la couronne de
démarreur du moteur et la vis @ est bloquée.
Troisiétme phase : La vis étant immobilisée, la
poursuite de la rotation (—R, ) de @ entraine sa
translation (—T,) (course d=40mm) et la
compression des rondelles Belleville @
Quatriéme phase : La rotation d’un quart de tour
de I’excentrique (27) permet le débrayage de la roue
a rochet @ d’ol1 rotation (—R,) du pignon @
Sous I’action des rondelles , la translation
(+T,)de I’écrou (9), provoque la rotation (—R,)
de la vis @ Le systéme vis @—écrou @ estrendu
réversible grice au faible coefficient de frotte-
ment de la liaison hélicoidale & billes, de pas
p =10 mm. La rotation de @ entraine celle de @
et de la couronne de démarreur du moteur Diesel.
Cinqui¢me phase : Le moteur une fois lancé,
provoque le renvoi du pignon @ a sa position
initiale, grice a la rampe hélicoidale de la vis @
et au ressort .
Le schéma de la figure 9 représente la situation
du démarreur entre la troisiéme phase et la
quatriéme phase. Le but de I'étude est de
déterminer, aprés lancement, la vitesse de rota-
tion de vilebrequin @ du moteur, dont I’axe de
rotation est paralléle a (O, % ).
On note :
x : le déplacement de I’écrou @ par rapport 2
sa position initiale (rondelles comprimées).

0 : I'angle qui définit la position angulaire de
la vis @ par rapport a R, tel que 6 =0 lorsque

@ T‘an%le qui ‘définit la position angulaire du
vilebrequin @ par rapport a R, tel que ¢ =0
lorsque 6=0.

A : le rapport de réduction de I’engrenage
constitué par le pignon @ et la couronne du
démarreur.

I: le moment d’inertie de la vis @ par rapport &
son axe de rotation (piéces entrainées en
rotation comprises).

J : le moment d’inertie du vilebrequin @ par
rapport 2 son axe de rotation (piéces entrai-
nées en rotation comprises).

m : la masse de I'écrou @

K : la raideur de [I’ensemble des
Belleville.

C, : le moment du couple résistant exercé par le

moteur @ sur le vilebrequin @

rondelles

On donne : }
A=%; 1=6-10"*kg-m?; J=4kg-m?;
m=1,65kg; K=95daN/mm; C,=26 m-daN.

Toutes les liaisons sont parfaites. L’action
mécanique de la pesanteur est négligée.

QUESTION 1

uelle relation y a-t-il entre Ia position x de I’écrou
et la position angulaire 6 de la vis @?

REPONSE

La vis tournant dans le sens (—R,), §=—87
lorsque x =40 mm (la course de I’écrou est de
40 millimétres et le pas de la liaison glissiére
hélicoidale est p =10 millimétres).

Le pas réduit de la liaison glissiére hélicoidale
est ZL Par conséquent, x et 4 sont liés par la

T

relation : x= L.

2
QUESTION 2
Quelle relation y a-t-il entre la position angulaire
0 de la vis @ et la position angulaire ¢ du
vilebrequin @?

REPONSE -

L’engrenage constitué par le pignon @ et la
couronne du démarreur étant & contact extérieur :

= —A6.
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QUESTION 3

Déterminer Dénergie cinétique galiléenne de
I’ensemble (E) constitué par I’écrou @, la vis @ et
le vilebrequin @

REPONSE
L’énergie cinétique de (E) dans son mouvement
par rapport 2 R est égale a :

TE/R)=T(G)/R)+T(D/R)+T(W/R)

I'énergie cinétique de I’écrou @ est
1
T(/R)=5 mx?,
. p 1 p?
=, T R)=-— ¥ gn
soit, avec x 7 (G/R) =i
I’énergie cinétique de la vis @ est

T(@/R)=% 192

I’énergie cinétique du vilebrequin @ est
1
T(Q/R)=3 Jo"
1
it, '=-a0', T R)=5Jr%07.
soit, avec ¢ 9 (@/ ) 2!

Par suite I’énergie cinétique de (E) vaut :

Y & 21) 92
T(E/R)=3 (m2s+14 7)o

QUESTION 4

Déterminer Pénergie potentielle de I’écrou @
associée 2 Paction mécanique du ressort constitué
par les rondelles Belleville @, supposées de masse
nulle.

REPONSE

L’action mécanique des rondelles sur I’écrou est

représentable par la force (O, F) telle que :
F=K(d-x)%.

Le vecteur vitesse de translation de I'écrou par

rapport 4 R est x'X.

Par suite, la puissance développée par I'action

mécanique des rondelles sur I’écrou, dans son

mouvement par rapport 4 R, est:

P((5) ~— ®/R)=K(d —x)x’
puissance qui dérive (au signe prés) de I'énergie
potentielle :

viG) — @/R)=% K(d - xY.

QUESTION §

Déterminer la puissance développée par Laction
mécanique du moteur (M) sur le vilebrequin (V), dans
son mouvement par rapport a R.

REPONSE

Le moment du couple résistant exercé par le
moteur (M) sur le vilebrequin (V) est —CoX la vitesse
de rotation du vilebrequin est ¢’ comme
@'=—A¢'", la puissance cherchée est égale a :

‘ P() — W/R)=ACo8".

QUESTION 6

Quelle équation obtient-on en appliquant le théo-
réeme de Dénergie cinétique a (E) dans son
mouvement par rapport & R?

En déduire la vitesse de rotation de la vis du
démarreur, a la fin du lancement.

REPONSE

L’équation traduisant le théoréme de I'énergie
cinétique appliqué 2 (E) dans son mouvement
par rapport & R s’écrit :

%T(E/R)=P(@ — (9/R)
+P(M) — (W/R).

Soit, compte tenu des résultats précédents :

d 2
E%(m%ﬂﬂﬁ])o’z]
d K
= =] —— - + ’.
[dl 2(d x)z] AC,0

Ou bien, en exprimant la variation de I’énergie
cinétique galiléenne de (E) entre deux dates f,
et f,, en remarquant au préalable que de=¢' dt
1 P2 e
5 (m m+1+m)[o 21

- X [@-xrls+acdors

si la date f, est celle du début du lancement :
6(t,)=0, 6'(¢t)=0 et x(t)=0
si la date t, est celle de la fin du lancement :

6(t,)=—8mw, 0'(t,)= 0;(inconnue) et x(t,)=d
la relation sI;f,crit : e
l 2 !Z_K —
5(mmﬂu 1) 07 ==~ ACo X8
d’ou
2
%-ACOXSW
6?=‘1—_F___.
—{m—+1+2A2 )
2 (m 472 ! J

Avec les valeurs numériques proposées :

[ 6;=73,09 rad/s (698 tr/min) |

le vilebrequin du moteur sera donc lancé a la
vitesse de rotation de 69,8 tr/min.
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EXERCICES AVEC REPONSES

1 —La figure 10 représente un extracteur 2 inertie
utilisé pour le démontage des moyeux de roues sur
véhicules utilitaires.

butée cylindre tiﬂa

Fig. 10

Il est constitué d’une tige sur laquelle coulisse un
cylindre de masse m; =2 kg. A I'une des"extrémités de
cette tige est fixé un plateau muni de 4 griffes destinées
a saisir le moyeu. A I'autre extrémité, une butée limite
la course du cylindre. Celui-ci, entrainé par I’opérateur
a4 une vitesse supposée uniforme v;=35 m/s, vient
frapper la butée, permettant ainsi I’extraction du moyeu
aprés plusieurs aller-retour.

La masse des éléments autres que le cylindre est
my=3 kg.

QUESTIONS

1. Déterminer la vitesse v, de la tige de I’extracteur
aprés le choc du cylindre sur ia butée, sachant que v,
est donnée par la relation :
myvy = (my + my) 03,

2. En supposant qu’aprés le choc, le cylindre reste en
contact avec la butée, déterminer la composante axiale
des actions de serrage des roulements sur le moyeu,
lorsque celui-ci se déplace 4 chaque frappe de 0,4 mm.

REPONSES
1. v,=2 m/s.
2. F=2500 daN.

2—La fzgure 11 représente le dessin d’un dlsposmf
de marquage automatique de piéces. =
Lorsque le doigt arrive en face du dégagement de la
came , le marteau de masse m, =0,3 kg chute et
frappe le porte-chiffres @ de masse m,=0,1 kg.

et é restent solidaires dans la phase suivante, a la
fin de laquelle les chiffres sont marqués dans la piece
. La came remonte le marteau @, le porte-chiffres
@ est relevé sous I’action du ressort @ de raideur
K;=1 N/mm. Celui-ci retrouve approximativement sa
longueur libre quand le porte-chiffres est 4 4 mm de
la piéce. Le ressort a pour raideur K; =5 N/mm. Il
retrouve sa longueur libre quand le porte-chiffres
entre en contact avec la piéce . En position haute
du marteau, 3 mm sépare celui-ci du porte-chiffres

Soit ||Z || =10 m/s? I'accélération de la pesanteur.

QUESTIONS

1° Déterminer la vitesse v, du marteau @ quand il arrive
en contact avec le porte-chiffres @
2° Déterminer la vitesse v, de l’ensemble{@ @}apres le

choc entre @ et , sachant que v, vérifie la relation :

mv; = (my+my) v

3° Déterminer 1’énergie disponible quand le porte-
chiffres @ entre en contact avec la piéce @
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REPONSES
1° v,=0,780 m/s.
2° v,=0,585 m/s.
3° E=0,116J.

3 — La figure 12 représente le schéma d’un vérin a
double effet.

Soit R(O, %, 7, 7 ) un repére galiléen lié au corps (So)
du vérin. L’axe (O, ¥ ) est placé suivant 'axe du vérin
et I'axe (O, y )est dirigé suivant la verticale ascendante.

On désigne par § = — gy I'accélération de la pesanteur.
La tige (S), de centre de gravité G, de masse m, est
supportée par (Sp) en deux liaisons, qui peuvent étre
schématisées par deux liaisons ponctuelles avec frotte-
ment (coefficient de frottement f) aux points A et B
situés sur I'axe (O, ¥ ).

On pose :

(T_l§=2b? (1 : constante positive)

OA=xX avec 0<x=<1,8!

AG=I%
Les actions mécaniques de (So) sur (S) dans ces deux
liaisons ponctuelles en A et B sont caractérisées
respectivement par les deux forces (A, Ry) et (B, Rp)-

On pose :
Ra=Xa% +YA¥
Rp=XgX +Yg¥.

On exerce également sur la tige une action mécanique
caractérisée par la force (A, —FX ), avec F=0.

Le but de I'étude est de déterminer la vitesse en fin
de course de la tige (S) par rapport au corps (So)-

QUESTIONS
1° Ecrire les trois équations scalaires déduites du
principe f I de la dy ique appliqué a la tige

(S) dans son mouvement par rapport a R.

2° Déterminer Y, et Yg.

3° En déduire X, et Xg dans les deux cas suivants :
a) 0sx=l

b) I<sx<181

4° Pour une évolution quasi statique de la tige (S),
déterminer les expressions de F dans les deux cas
précédents.

Tracer le graphe de F en fonction de x. Préciser les
coordonnées des points remarquables.

5° On suppose maintenant gue

F=Cte=F¢>9fmg.
a) Déterminer le travail - des actions mécaniques
s’exercant sur la tige (S), lorsqu’elle se déplace de la
position x =1,8/ a la position x =0.
b) Par application du théoréme de 1’énergie cinétique,
déterminer la vitesse de fin de course de la tige (S) par
rapport au corps (So).

REPONSES
2 Y, = l-x {YAZOSiOSx$l
AT Y lya<osil=x=18!
Yo=-"8L v, >0pour 0=x<18L
20—x

3° Premier cas : 0<x<l
Xa20, Yo=0 = X, =fY,
Xg=0, Yg>0 =—> Xp=fYp.
Deuxiéme cas : <x<18!

Xaz0, Yos0 => Xp=—fY,
Xp=0, Yg>0 —> Xp=fYs.

4° Premier cas : 0<x<lI

F = fmg.
Deuxiéme cas : l<x<1,81
X e

F= .
fme %

0
59 a) Wlg(—Fof)=| —Fodx=18F

1.8
W(l),ﬂl( —mgy )=0
N g dx
WLHI(RB): fmg’r= —2,3fmgl
1.8 -Xx
! = I-x
2l —x

0
Wa(Ra)= —J fmg 5 dx +J' fmg dx
18t 20-x i
—0,81fmgl —0,31fmgl

W?,sl(ﬁA)= —1,12fmgl.

Fo
b) v=1j2gl (1,8 ——3,42f).
mg
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4 — La figure 13 représente un dispositif congu pour
déterminer le moment d’inertie d’un solide (S) par
rapport & son axe de révolution matérielle, & partir de
la mesure de la période de son oscillation sur deux
portées cylindriques d’un bati ().

Soit R(O, %, ¥, 7 ) un repére galiléen lié au bati (£). On
désigne par ¢ =gx I'accélération de la pesanteur.
Les deux portées cylindriques de (Z) sont deux

éléments de la surface du cylindre de révolution d’axe
(0, 7), de rayon r.

Le solide (S) de masse m, de centre d'inertie C,
posséde deux tourillons de méme rayon a (a<r).
L’étude se raméne a celle du probléme plan suivant :
Le tourillon de (S), de centre C, roule sans glisser au
point A sur la portée cylindrique de (2).

Soit R,(O, %y, ), 7) le repére, tel que le point C
soit sur I'axe (O, ;). On pose : §=(%, &,).

Soit Ry(C, %5, 3, Z) un repére lié 2 (S). On pose :
¢ =(¥;, X ). On suppose que ¢ =0, lorsque 6=0.

Notons I le moment d’inertie de (S) par rapport a son
axe de symétrie ( C, 7 ), et f le coefficient de frottement
entre (S) et (). On donne :

a=12,5 mm; r=141,1 mm; g=9,81 m/s?;
m=7217 g; f=0,15.

QUESTIONS
1° Quelle relation y a-t-il entre ¢ et 8?
2° Quelle é i btient-on en i le théoréme

de I’énergie cinétique a (S) dans son mouvement par
rapport a R?

3° En supposant que I’angle @ reste petit au cours du
mouvement, déterminer la période T des oscillations de
).

4° En déduire le moment d’inertie I de (S), sachant que
T =S5 secondes.

5° On suppose a la date t=0, que 8=6, et 6'=0.
Déterminer la valeur maximale de 6, pour que (S) roule
sans glisser sur (2).

REPONSES
1° ro= —aep.
1

vory?
S E[I(l__) +m(r—¢z)2:|9’z =mg(r—a)cos 6 +C
a

N

42 I
3° TP=—(r—a) (l +——2)
g ma

&

° [=0,0534 kg-m?

2
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Fig. 14
5-— La figure 14 représente le schéma cinématique QUESTIONS
du mécani d’entrai) d’une voiture jouet & | —
friction. 1° Calculer Pangle de torsion @ du ressort lorsque
Les roues arriére (S;) et (S{), de rayon | C;=2-10">Nm et que sa raideur

r=2 cm sont entrainées par un engrenage (P,, P,) dont
le rapport de transmission est p=40. Le pignon (P;)
est relié au volant d’inertie (V) par I'intermédiaire du
ressort de torsion R. Solidaire du volant (V), le plateau
(E;), en liaison pivot glissant avec le chassis (So)s
constitue avec le plateau (E,), lié & (S,), un frein de
couple de frottement C;.

Le contact roue/sol est supposé ponctuel de coefficient
de frottement f =tg ¢ = 1. Les résistances au roulement
et de pénétration dans I'air sont négligées. Toutes les
liaisons sont parfaites, sauf bien entendu la liaison
appui plan au niveau du frein.

Pendant la période de lancement, une action est exercée
avec la main sur le chassis (Sy) de telle maniére que
la voiture prenne un mouvement de translation.
L’essieu arriére moteur est chargé verticalement par
une action [|Qfj =80 N.

Les roues, supposées a la limite du glissement par
rapport au sol, entrainent le ressort par I'intermédiaire
de I'engrenage. Le ressort n’entrainera le volant (V)

que lorsque son couple Cg sera supérieur a Cy.

1
K =—-10"% Nm/rad.
3n

2° Calculer P’énergie mécanique du véhicule (énergie
cinétique du volant et énergie potenticlle du ressort) a
Ia fin du lancement lorsque celui-ci s’effectue sur un tour
des roues arriére.

3° Déterminer la distance x parcourue par le véhicule
jusqu’a Parrét.

REPONSES

1° 6 =6 (trois tours).

2° B, =W(Q tg ¢)+W(Cy).

W(Qtg ¢)=80x1x27=2-10"2=10,053 J
W(C/)=—2-10"3(40— 327 = — 0,465
E, =10,053-0,465=9,59 J

3° En=Csra

a : angle balayé par le plateau (E,) pendant
la période de ralentissement, par suite x =2,4 m.
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6 — Un moteur électrique entraine un laminoir. Son
arbre est solidaire d'un volant d’inertie (S) de rayon
r=1m, dont la masse M =500 kg est supposée répartie
sur la jante (figure 15) :

L’arbre moteur entraine en rotation, en sens inverse,
les deux cylindres (S;) et (S;) du laminoir, par
I'intermédiaire d’engrenages.

. 2 . .
Soit K== le rapport des vitesses de rotation entre les

cylindres et P’arbre moteur.

Soit I =10 kg-m? le moment d’inertie des cylindres par
rapport  leur axe de rotation. Les différentes liaisons
sont supposées parfaites.

QUESTIONS

1° Déterminer I’inertie équivalente du volant d’inertie et
des cylindres, rapportée & I’arbre moteur du lamineir.

2° Pendant la phase de démarrage du laminoir. Le

moteur exerce un couple de moment constant
Cy=160 mN.

Déterminer au bout de combien de temps le moteur aura
atteint sa vitesse angulaire de f i t de
600 tr/min.

3° A Dinstant o lon engage une barre la vitesse
angulaire du moteur est de 600 tr/min. Lorsque Ia barre
est passée 2 travers le laminoir, cette vitesse n’est plus
que de 450 tr/min.

Déterminer le travail exigé par cette opération, sachant
qu’elle a duré 1,5 seconde, et que le moteur a développé
une puissance constante de 10 kW.

7 — Cpnsidérons le mécanisme plan de commande
d’une tige par excentrique représenté figure 16.

Soit R(O, %, 7, 7 ) un repére galiléen lié au bati (2). On
désigne par § = —gy I'accélération de la pesanteur.
L’excentrique (S) de masse m est assimilé & un disque
de centre d’inertie C, de rayon a. (S) a une liaison
pivot sans frottement d’axe (O, 7} avec (Z). Soit
R((O, %, 1, 7 ) un repére lié a (S) tel que OC =ei,
0<e<a).

X1
Y1
z
o Cc \#o
o Tx
S
Fig. 16
On pose 0=(% %), avec 6=wt et w constante
positive.

La tige (T), de masse M, a une liaison glissiére sans
frottement d’axe (O, ¥ ) avec (2).

(S) et (T) sont en contact ponctuel avec frottement
(coefficient de frottement f) en un point I de la section
droite extréme de la tige.

QUESTIONS

1° Déterminer le vecteur vitesse de glissement au point
I de (S) par rapport a (T).

2° Déterminer le travail perdu par frottement par les
actions mutuelles entre (S) et (T) pendant un tour de
I’excentrique.

3° Déterminer Iexpression, en fonction du temps, du
moment du couple moteur qui entraine en rotation (S)

te. Conclusi

a vitesse e C

8 — La figure 17 définit les différents éléments
constituant le tour vertical BERTHIEZ a commande
numérique.

Le bloc porte-outil est fixé a I’extrémité du coulant.
Le programme d’usinage définit pour chaque opération
le contrat de phase (choix de I'outil, vitesse de coupe,
avance par tour, longueur d’usinage...). Lorsqu'une
opération s’achéve, le coulant et le porte-outil se
déplacent d’un mouvement de translation rectiligne vers
le magasin. Un dispositif libére le porte-outil et vient
le ranger dans le bloc qui lui est réservé.

La présélection commande alors la rotation d’axe
vertical du magasin, la liaison entre le nouveau
porte-outil et le coulant s’effectue.

Le mouvement de retour du coulant vers le magasin 2
une amplitude de 1,4 m et comporte 3 phases :

Phase [: Mouvement uniformément accéléré. En
deux secondes le coulant atteint la vitesse de
3,6 m/min.

Phase 2 : Mouvement uniforme.
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Phase 3: Mouvement uniformément retardé sur 9 — On se propose d’étudier le comportement dynami-
0,2 m. que d’une ligne d’arbres sur laquelle est installé un

La masse du coulant est m;=2000kg celle du
porte-outil m,=20 kg. Le coefficient de frottement
entre le coulant et la traverse est f=0,1.
Un bloc porte-outil vient d'étre reposé dans le magasin.
Le programme d’usinage demande I'utilisation du bloc
porte-outil situé 2 cdté, mais le moteur ne fonctionnant
que dans un seul sens, oblige une rotation de 330° du
magasin. Le rapport de transmission de I’engrenage
pignon moteur, couronne du magasin} est i=0,1.
Chaque porte-outil est assimilable, au point de vue de
son inertie & un cylindre plein de diameétre d =180 mm,
de hauteur 2 =200 mm et de masse volumique
p=7800 kg/m*>. Le magasin peut contenir douze
porte-outils régulierement répartis sur un cercle de
rayon R=610 mm, son moment d’inertie, lorsqu’il
est vide, par rapport 3 son axe de rotation est
T =50 kg-m?.

QUESTIONS

1° Déterminer la pui é ire pour ct des
phases de translation du coulant.

2° Déterminer le couple nécessaire au niveau du moteur
du magasin pour que la mise en vitesse se fasse en 1,44 s
sur un angle de rotation de 30°. On supposera que le
couple moteur est constant pendant cefte phase du
mouvement et que les frot dans les liai
introduisent un rendement n =0,9.

Moteur

embrayage (figure 18).
Soit R(O, %, 7, 7 ) un repére galiléen 1ié au carter du
moteur et du récepteur, I'axe (O, f) étant confondu
avec ’axe de rotation des arbres.
Données
Arbre moteur :
o Liaison pivot parfaite avec le carter du moteur.
o I, : moment d’inertie par rapport a I'axe (O, iy
(pitces entrainées en rotation comprises).
e w,, : vitesse de rotation par rapport a R.
e C,, : moment du couple exercé par le moteu
Arbre récepteur :
o Liaison pivot parfaite avec le carter du récepteur.
e I, : moment dinertie par rapport a I'axe (O, ¥)
(piéces entrainées en rotation comprises).
e w, : vitesse de rotation par rapport a R.
e C, : moment du couple exercé par le récepteur.

@, @y, Cm et C, sont des fonctions du temps £. Soit
C, le moment du couple maximum que peut transmettre
I’embrayage. C, est fonction de la construction et du
réglage de I’embrayage, on le considérera donc comme
connu et constant.

QUESTIONS

1° Déterminer I’accélération angulaire de chaque arbre
au moment de Pembrayage, en fonction de C,,, C, et C,.

Récepteur
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2° Déterminer la durée T de la phase de glissement de
Pembrayage, si on admet qu’au cours de cette période
C,, et C, sont constants, et qu’a la date r=0: w, =0
et o, =0 (2>0).

3° Tracer le graphe des fonctions ®,,(f) et w,(¢) pendant
cette phase de glissemennt, dans le cas ou C, > Cn>C-r
4° Tracer le graphe de la fonction T(C,).

5° En déduire la valeur minimum de C, pour que la
solidarisation des arbres puisse avoir lieu.

6° Déterminer I’énergie dissipée par frottement dans
Pembrayage pendant la phase de glissement.

7° Applications numériques :

e pas=p =2 mm (un filet a droite);
o angle d'inclinaison du flanc du filet : 8 =15%
o coefficient de frottement du contact vis/écrou :
f=tg ¢=0,08;

— Inertie des éléments entrainés :
o M =100 kilogrammes : masse de tout I’équipement
lié a la table et entrainé dans sa translation;
o J,=1500 g-cm? : moment d'inertic par rapport &
Paxe moteur de tout I’équipement tournant porté par
I’arbre moteur;
e J,=600 g-cm? : moment d’inertie par rapport a
I'axe de la vis de tout 1'équipement tournant porté
par I’axe de la vis.

— Cycle de démarrage du moteur électrique (courbe

La table (1) en liaison glissiére G avec le bati (0) est
entrainée par un systéme vis-écrou.

L’écrou est sans jeu grice i un systéme de précharge
axiale.

La vis de commande fait ’objet d’une liaison pivot P
avec le bati. Cette liaison est réalisée par deux
roulements 2 galets coniques préchargés. La vis
entraine également le résolveur par un accouplement
élastique. Elle regoit le mouvement du moteur par une
transmission & courroie crantée, dont le rapport de

Atrd 1 .
réduction est K =3 Le démarrage du moteur électrique

jusqu’a sa mise en rotation uniforme nécessite un
intervalle de temps #;. Le but de I’étude est d’évaluer
le déplacement de la table pendant cette période
transitoire pour prévoir un dégagement, avant le
mouvemeit uniforme opérationnel de la table.

Données .
— Précharge axiale de I'écrou : ||, ] =2500 N.
— Caractéristiques de la vis :

e diamétre nominal =16 mm;

o diamétre moyen= 15 mm;

I.=6 kg-m‘éw er=4 kgm;;sw(i:-/:.l 200 mN; caractéristique figure 20) :
ot Il - mn. A C (Couple moteur)
Premier cas : C,=1750 mN (embrayage «dur»).
Deuxiéme cas : C; =990 mN (embrayage «mou »). c
o
10 — L’étude concerne le dispositif de tr ission de c
puissance, d’un mouvement longitudinal de table de "
machine-outil 3 commande numérique (figure 19).
Table 1 ©
Résolveur Accouplement motiur
élastique o wg wp
A P (Puissance motrice)
T ”
o
T—
@
moteur
Moteur Ressort de -
i précharge de I'écrou o 1 Phase "’028 Phasew"
™ Courroie crantée : : 1 Fig. 20
I~ e Premiére phase : fonctionnement du moteur a
Bati O couple constant : Co=90 cmN.
LU LU o Deuxiéme phase : fonctionnement du moteur 2
pui e motrice C( : P, =240 W (puissance
Fig. 19 nominale).
Hypothéses

— Liaison glissiére G et liaison pivot P parfaites.
— Pertes dans la transmission par courroie et entraine-
ment du résolveur négligées.

QUESTIONS

1° Déterminer le moment C, du couple résistant de
P’action mécanique de I’écrou sur la vis.

2° Déterminer le moment d’inertie équivalent I de la
chaine cinématique, rapporté a I’arbre moteur.

3° Déterminer la vitesse de rotation wy du moteur a la
fin de la premiére phase de démarrage.

4° Déterminer la durée ¢, de Ia premiére phase et I’angle
de rotation de ’arbre moteur @, correspondant.

'5° Déterminer la durée ¢, de la deuxiéme phase et ’angle
de rotation de I’arbre moteur @, correspondant, sachant

que t2=§ t;, et que la vitesse de translation de la table,
3 la fin de cette phase, est de 1200 mm/min.
6° En déduire la durée totale f; de la phase de

démarrage, et le déplacement de la table pendant cette
période transitoire.

270






